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Vorwort. 


Die im vorliegenden Buche rlurcb geführte Darstellung der Snb- 
stitutioneiitheorie weicht in mehreren nicht nn wesentlichen Punkten von 
der bisher üblichen ab. Hierbei waren Gesichtepnnkte massgebend, 
welche heryorgehoben werden müssen. 

Es ist unzweifelhaft, dass der Kreis der Anwendungen eines 
Algorithmus sich ausdehnen wird, wenn. es,-gelingt, die Grundlagen nnd 
den Äufban desselben von a.llen nicht Unbedingt geforderten Voraus- 
setzungen zu befreien, und ihm durch die Allgemeinheit der Objekte, 
mit denen er arbeitet, auch die Möglichkeit des Eingreifens in die 
verschiedensten Gebiete zu geben. Dass die Theorie der Gruppenbildung 
eine solche Darstell im g zulasst, spricht für ihre weitgreifende Be- 
deutung nnd für ihre Zukunft. 
■ Handelt es sich hingegen um die Anwendung eines Hilfsmittels 

Ittof ein bestimmt vorgeschriebenes und fest umschi-iebenea Gebiet, so 
"(rird auch die Konstruktion desselben nur diesen einen Zweck zu 
berücksichtigen haben. I''Ür die fehlende, aber nicht niangelnde All- 
gemeinheit tritt Loslosung von allem Überflüssigen und erhöhte Brauch* 
barkeit ein; es wird sich im kleineren Kreise die höhere Wirksam- 
teit zeigen. 

Die nachfolgende Darstellung der Substitutionentheorie ist ledig- 
lich daranf berechnet, ein wichtiges Hilfsmittel für algebraische Unter- 
suchungen in elementarer Weise vorzuführen. Durch die von vorn- 
« herein benntzte Verwendung ganzer Funktionen gelingt es nicht nur, 
der Theorie der Substitutionen, diesem Operieren mit Operationen, einen 
l^ifbaren Untergrund zu geben, sondern auch die Beweise vielfach zu 
ItTereinfachen, die Anschauungen zu präcisieren, die Hauptfragen scharf 
lervorzuheben imd — was nicht das Unwichtigste zu sein scheint — 
i Stoff zu beschränken. 
Die beiden umfassenden, bisher publizierten Behandlungen der 
Substitutionentheorie stammen von .J. A. Serret und von C. Jordan. 
Die vierte Äbteihmg der „algebre superieure" von Serret ist diesem 
Jegenstande gewidmet. Die Verschiedenheit der Methoden hier und 
|ort liesa kaum eine Benutzung dieses hoch verdienstlichen Werkes 


rV Vorwort. 

für unsere Zwecke zu. — Anders ist es dem umfassenden Werke vo 
Jordan, dem „Traite des substitutions et des equations algebriques 
gegenüber. Es waren nicht nur die neuen, grundlegenden Begriff 
welche aufgenommen werden mussten; auch manche Beweise und G 
dankenfolgen konnten, wie hier ausdrücklich hervorgehoben werde 
mag, trotz der Verschiedenheit des Ganges im allgemeinen, passer 
verwendet werden. Die nicht im „Traite" enthaltenen Untersuch unge 
des Herrn Jordan, welche benutzt wurden, sind an den betreffende 
Stellen angeführt. 

Wenn aber auch manche Einzelheiten auf jenen „Traite" und ai 
diese Untersuchungen zurückgeführt werden müssen, so verdankt doc 
der Verfasser seinem verehrten Lehrer Herrn L. Kronecker die Ai 
schauungen, welche seinem gesamten Werke zu Grunde liegen. Er h 
sich bemüht, die Früchte, die ihm aus den Vorlesungen und dei 
Studium der Abhandlungen dieses Gelehrten, die ihm aus dem ai 
regenden persönlichen Verkehre mit diesem Manne geworden sind, z 
verwerten; und er hofft, dass die Spuren hiervon an manchen Stelle 
seiner Arbeit hervortreten mögen. Eines bedauert er: dass die neuest 
bedeutende Publikation des Herrn L. Kronecker: „Grundzüge eim 
arithmetischen Theorie der algebraischen Grössen" zu »spät erschie 
als dass er von derselben den Nutzen hätte ziehen können, den 2 
ziehen er sich und seinen Lesern gewünscht hätte. 

Der Plan des Buches ist folgender: 

In der ersten Abteilung sind die Grundzüge der Substitutione 
theorie mit steter Berücksichtigung der Theorie der ganzen Funktion( 
abgeleitet-, die analytische Darstellung tritt fast ganz in den Hinte 
grund, da sie später nur zum Hinweis auf die Gruppen auflösbar 
Gleichungen gebraucht wird. 

In der zweiten Abteilung werden nach der Festlegung einig 
Grundbegriffe als Beispiele die Gleichungen zweiten, dritten und vierte 
Grades, die AbeFschen und die Galois'schen Gleichungen bespreche 
Hierauf folgt ein in arithmetischer Behandlung durchgeführtes Kapii 
über dessen Notwendigkeit am betreffenden Orte einiges gesagt h 
Endlich werden dann die allgemeinen, aber noch elementaren Frag< 
über auflösbare Gleichungen einer Untersuchung unterzogen. 

Strassburg i. E. 

Eu^en Netto, 
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Theorie der 8ubstItntioneü und der sanzeu Funktionen. 


Erstes Kapitel. 

Symiiietrisclie otler einwertige FunktioDen. Alternierende 
QDd zweiwertige Funktionen. 

I 1. Wir legen unseren üoterauchungen n Elemente Xi,x^,...x,i 
12 Grunde, welche durchgehends, so lange nicht ausdrücklich das 
B-egenteil angegeben wird, als von einander anabhängig angesehen 
?"erden sollen. Es ist leicht, aus diesen Elementen ganze Funktionen 
11 bilden, welche ihre Form nicht ändern, wenn irgendwelche Stellungs- 
«iderungen oder CJmsetzungen der Xi, untereinander vorgenommen 
werden. Solche Funktionen sind beispielsweise 

x^^x^^ -^-x^^x/ -f a^j"%* + . . . + Xn~\''x„^ + Xy!'xa'' + ... + ic,_ii*a;,", 

{Xy —X^^{Xi — X^^ (x^ — X^^ . ..{Xn — y ~X^^, 

Derartige Funktionen heissen symmetrische Funktionen. Ea 
at ersichtlich, dass dieselben wie ihre Form ao auch ihren Wert nicht 
andern, fällig man die Xi irgendwie untereinander vertauscht. In diesem 
Ijnne sind symmetrische Funktionen auch einwertige Funktionen. 
Umgekehrt läset sich nachweisen, dass eine ganze Funktion 
> (ij, a'g, .,., ,«„) der n von einander unabhängigen Grössen x^,x^, ■•■X,, 
Welche bei beliebigen Vertauschungen der x;^ untereinander keine Wert- 
1 erleidet, auch ihrer Form nach bei jenen Vertauschungen 
idert bleibt. Wir werden also zeigen: 

iTsats I. Jede einwertige ganze Funktion der n von ein- 
' unabhängigen Variablen x,, x.., ...x„ ist in diesen Ele- 
^n symmetrisch. 
\ aei q}(Xi,X2-,...x„) die gegebene einwertige Funktion der « 
Einander unabhängigen (>rössen x, ,x.^,. .. x„. Wir ordnen tp {x^ , , ., :i',) 
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nach den Potenzen einer derselben, z. B. nach den Potenzen von 
und erhalten so den Ausdruck 

in welchen die Koefficienten tp^^ <Pi^ tp^^ ... ganze Funktionen ^ 
x^j a^s, ...a?« allein sind. Nimmt man nun irgend eine Umstelli 
unter den Elementen Xx vor und ordnet dann wiederum nach x^^ 
erhält man, da die Punktion (p hierbei ihren Wert nicht ändern s 

2) q){x^yX2^.'.Xn) = 9?o' • ^/ + 9i ' ^i^~^ + W • ^/~^ + • • • 

Für jedes Spezialsystem von Werten für x^^ x.^^ .,.Xn sind s 
die rechten Seiten von 1) und 2) einander gleich. Es sei y>«; 
dann nehmen wir y SpezialSysteme für die ^r^, ojg, ...a;„ an, 
denen die Werte iCg, x^^ ,..Xn stets dieselben bleiben, während 
andere und andere Werte erhält. Infolgedessen bleiben die Koc 
cienten 9?q, 9)1, 9)2, ... und (Pq\ (p^^ (p^^ ... für alle y Systeme un 
ändert. Die beiden ganzen Punktionen der Grade a, ß von x^ stimn 
sonach für y>a^ ß Werte der Grösse x^ überein; folglich sind sie n; 
einem elementaren Satze einander identisch gleich, und es ist für j 
Wahl von x^^ x^y ...rr« 

Sollte also bei den Vertauschungen eine Formänderung eingetreten s< 
80 kann sie nur innerhalb der <jP;. vorkommen und muss so beschai 
sein, dass gleichwohl der Wert von (pp. ungeändert bleibt. Es gel 
demnach fiir diese Punktionen q)x von w — 1 Variablen dieselben Vora 
Setzungen wie sie {üt q){xi...Xn) galten; folglich kann man in ( 
selben Art weiter gehen, indem man z. B. nach den Potenzen von 
anordnet u. s. f. Ist man bis zu den Funktionen einer Variablen 
kommen, so ist man zu Ende, weil der Satz dann mit dem benutz 
Hilfssatze zusammenfällt. 

Sind die iCA nicht von einander unabhängig, so ist der Beweis 
anwendbar, und der Satz wird unrichtig. Für o^^ = arg = x^ ist z. 
q) (a?!, X2^ Xq) = 2xi^ + XiX2 - x^^ einwertig, ohne symmetrisch zu sei 

§ 2. Da es bei unseren Untersuchungen hauptsächlich auf 
Verbindungen ankommt, in denen die Xp, auftreten, und wenig auf 
Koefficienten, so können wir die symmetrischen Funktionen, in Su 
manden zerlegt, so reduziert denken, dass nur ein Term das Prodi 
Xi"x/...xJ enthält. 

Besitzt eine so zubereitete Funktion einen Summanden c,Xi"^2^'"^ 
so fordert, die Üiaveränderlichkeit der Form, dass alle überhaupt ml 
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^en Glieder vorkommen, welche durch Umstelluiigeu der x> aus ] 
ersten entstehen können. Ersehüpfen diese die Summanden der 
liegten symmetrischen Funktion noch nicht, ao giebt ea ein neues 
lix^"' x^' ...x/^ in welchem nicht alle Exponenten «, /3, ...8 
den entsprechenden «', ß\ ...ö' aeiji können u. s, f. Es zer- 
demzu folge jede symmetrische Funktion in eine Summe von solchen 
letriseben Funktionen, in denen alle Summanden aus einem unter 
durch Vertäu schungen der Elemente untereinander abgeleitet 
. können. Alle diese Summanden sind von demselben Typus 
iaandei' ähnlich. Dei'artige aymmetrische Funktionen sind 
jlich aus einem beliebigen ihrer Summanden ableitbar und daher 
irch einen solchen unzweideutig zu charakterisieren. Es geschehe 
;die8 dadurch, dass wir vor den bezeichnenden Ausdruck ca^i^a;/. ,. «„'' 
■ein S setzen. So bedeutet also S{Xj*') bei zwei Elementen x^, x^ die 
i^-\-x^\ hei dreien die Summe Xi^ -\- X2^ -{• x^\ 
% 3. Betrachtet man die Elemente Xi, x^, ■■-x« als die Wurzeln 
siner Gleichung w'°° Grades, so hat dieselbe die Form 
8) f(x)-(x-x,)(,x~x,'>...{x-x.)-<>, 

i(] das Polynom der linken Seite tautet entwickelt 
4) iE" — (a:^+a;g + ... + Ä„)a^-^ + (a;j^iEj + »,a:g + ... + a:,_i37,}a:''~* 
— ...±a;,3:, ...iCn — a:" — c,x""' +Cäa:"~* — ...±c«. 

'ie Eoefßcienten sind also einfache ganze, symmetrische Funktionen 
ler Xi 

c, = S{x,), (^^S{x^x^), ..., f;=^S(z,...;rji) 

C« '=S(XiX3 ...Xn)^ XiX^ ...X^. 

Diese Bildungen werden als elementare symmetrische Punk- . 
itiionen bezeichnet. Sie sind dadurch von Wichtigkeit, dass jede ganze j 
Symmetrische Funktion der x>. sich als ganze Funktion der cj dap- I 
btellen läast. 1 

• § 4. Wir beweisen diesen Hauptsatz der Theorie sjmmetriBcher j 

JBWktionen derart, dass wir ihn für die einzelnen in § 2 eharaktevi- ] 
»ierten Bildungstypen nachweisen, wobei sich gleichzeitig auch die 
IVlethode der Überfühnmg einer symmetrischen Funktion der xi in eine 
^&Hiktion der c>. ergeben wird. 

^^v Wir beginnen mit denjenigen Typen, die nur eine Wurzel in jedem I 
^^P^anden enthalten, d. h, mit den Fonnen iS'(ar,*); eine solche Funk- [ 
IKhi ist die Summe der A"" Potenzen aller Wurzeln; wir führen die 
i;*zeichnung ^^_ _ ^<^ j-^ j-^ 


4 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 

ein. Dann ist es leicht, eine Rekursionsformel für die sx zu finden j 
falls X^n ist»* 

Die im vorigen Paragraphen aufgestellte Gleichung 4) 

X'' — c^x"*-^ + ^2^"""* — .. . ± c„ =« 
hat die Wurzeln ir — aJi, Ä^g, x^^ ...a?», so dass für «-«1, 2, 3, ...^| 
die Gleichheiten gelten 

Xa'"^'- — Cia;„«+'— 1 + c^Xa'"^'-' - .. . ± CnX/ = 0, r > 0. 

Addiert man die n Gleichungen, welche zu demselben r und zu «== 1] 
2, 3, ...n gehören, so entsteht 

wobei 5o = w zu setzen ist. Dies ist die Rekursionsformel, vermöge 
deren 5m(w^n) durch Sw—i, s,n—2, >>.Sm—n ausgedrückt wird. 

Es fehlt die entsprechende Formel für m<n. Um die^e abj 
zuleiten, setzen wir, da f(xa)^0 ist, 

^ ^ycrm-i--^"^— ^-^r-^ = c^ h^o — 

//*.» — l-L/r** — 2/y. J_/y.n — 3/*. 2_i "\ x> ( rfU — 2 i /y.n — 8/y. _l_r'* — ^-r ^ I \JL. 3 

wo demnach der Koefficient 

wird. Addiert man also die n Ausdrücke d'„, d%, ...d,/">, ...rft/"\ 
so erhält die Summe d'« + d% +... + d^/«> + ... + rf/'*^ den Wert 

für alle Werte fA=l, 2, 3, ...w — 1. Anderseits ist dt/«> als Koeffi- 
cient von x^^^'-~^ in der ganzen Funktion 

— \X ~~~ X-^J [X ^2/ • • • \'^ ~~ ^^ — 1/ x*^ '^^ "f" 1/ • * • \*^' — '^w/ 

gleich der Summe aller Produkte von je f* Elementen, welche aus 
der Reihe 

herausgegrifiPen werden können. Die Anzahl dieser Produkte ist gleich 

(w — l)(n — 2)...(n — jLt)^ 

die Anzahl aller in der Summe d'^, +d% +...rf,/'*> vorkommenden 
Produkte von je ft Elementen daher gleich 

^ (n-l)(n-2)...(n--ft) n(n-l)(w-2)...(n~ /i+l) ,^^ 

** r:2::::^i 1.2.3...^* ^""""^^^ ■ 

■ ,» 

♦ Euler: Opuscula varii argum. Demonstr. genuina theor. Newtoniani II, p. ^ 
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liese Summe d'^ + d"^ + ... + öf/'*> ist ihrer Bildung nach symmetrisch 
■in den Elementen x^^ x^^, ...^z^»; alle ihre Summanden sind von 

gleichem Typus, nämlich gleich einem der — '^ ^\ ^ q ' 

1 . J. o...f( 

Glieder von c^,; jedes dieser Glieder kommt also, wie sich aus der 

Vergleichung der Anzahlen ergiebt, (n — |Lt)-mal vor, d. h. es ist zu setzen 

und daher erhält man durch Verbindung dieses Resultates mit 5) 

Da 5o = n ist, so liefert diese Gleichung die gewünschte Rekursions- 
formel 

B) s^ — Ci 5^.-1 + C2S^_2 —. . .+ (— 1)'' . iic^, = (f* <n). 

Diese Reihe von Gleichungen in Verbindung mit A) löst das auf- 
gestellte Problem. Ausgeführt lauten die Gleichungen B) folgender- 


massen 


B.) 


^0 
^2- 


c, = 0, 


Sn-1 — C^Sn-2 + C^Sn-S — ... + (— l)»-^C„_i = 0. 


An diese Gleichungen schliessen sich dann diejenigen von A) an * 

§ 5. Die Auflösung der Formeln A), B) liefert die Darstellung 
von Sm durch die c^, Cg, ...c«. Es kann dies leicht durch Determi- 
nanten geschehen. Hier mögen wenigstens die ersten fertigen Formeln 
Platz finden** 


C) 


5o = n, 

«1 *== Cj , 


^2 — ^ ^^2 7 

53*=^^ O Cj C?2 "T ö Cg , 

Sk *~~ Ci O C-j ^2 "i O C| Co -|~ O €■* Ca O C^ Ca O Co Ca ~t~ ^ C^ . 


Dabei ist zu bemerken, dass z. B. für w = 4 alle c^, deren Index A 
grösser als vier ist, gleich Null gesetzt werden müssen; dies sieht 
man direkt ein oder man leitet es auch daraus ab, dass man zu den 
gegebenen vier Elementen x^^ x^^ x^^ x^ noch beliebig viele andere 

* Die Formeln A), B) sind zuerst von Newton: arithm. univers. De trans- 
mutatione aequationum gegeben. 
) *• Vergl. Faä di Bruno: Binare Formen; deutsch bearb. von Walter, I § 1. 
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mit den Zahlenwerten Null hinzunimmt; denn hierdurch werden 
Potenzsummen in keiner Weise geändert, während die Cg, Cg, ... s 
lieh zu Null werden. 

§ 6. Nachdem diese Fundamentalaufgabe gelöst ist, gehen 
zur Darstellung symmetrischer Funktionen von der Form S{Xi 
durch die elementaren symmetrischen Funktionen c^, Cg, ... Cn d< 
über. Wir setzen zuerst voraus, dass a von ß verschieden sei. \ 
man das Produkt der beiden Ausdrücke 

öa — •*'i I •*'2 ^ "^S i • • * I **'» ? 

bildet, so erhält man auf der linken Seite 5«5v. Rechts kann 
die Multiplikation derart durchführen, dass man zuerst je zwei u 
einander stehende Glieder vereinigt und dann die übrigen Prot 
ausrechnet. Das erstere Verfahren giebt 5a-f-^*, die zweite Oper 
liefert 8(x^^X2% Denn erstens gehören alle entstehenden Proc 
der Form Xi'^Xk!^ an, zweitens kommt jedes Glied der symmetrij 
Funktion Six^^x^^) wirklich vor und drittens tritt es auch nur ei 
auf. Daher ist 

6) S (ä?!« a;20 == 5« s^ — Su^a (a < /*)• 

Ist femer « = /J, so ändert sich bei der Multiplikation links gar ni 
an Stelle von 5«.«^ tritt nur s«^. Rechts geht Sa^i in ^2« übe: 
dass auch dabei keine Änderung auftritt. Dagegen gehen von 
übrigen Gliedern je zwei, die vorher verschieden waren, in ein 
ziges über, nämlich x^x^ und x^^x^\ jedes in x^x^\ es wird 
aus S(x^x/) für a = /J entstehen 2S{x^x^^^ und man erhält fol 
für gleiche Exponenten 

§ 7. Zur Berechnung der symmetrischen ganzen Funktionen 
Typus x^x^x^ benutzen wir die drei Reihen 

/*» O l_ /y. a I I /y. a 

o — •*'i I •*'2 I • • • I •*'n 5 
5/*==V + V + --- + ^n'*, 

Oy ^= Xi^ "7" X<^ ~f" • • . ~f~ Xf^ m 

Es seien zuerst die drei Indices a^ ß^ y unter einander vers 
den. Das Produkt der linken Seite liefert ««.s^.Sy. Rechts mul 
ziert man zuerst je drei unter einander stehende Summanden; 
liefert ^a-f^^-y. Dann multipliziert man je zwei einer Kolonne 
gehörige Glieder mit einem dritten zu einer anderen Kolonne ge 
gen; dies liefert die drei symmetrischen Funktionen Six^"'^^' 


V 
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(:r/+ya;2"), Six^^'^'^x/). Nimmt man endlich die noch übrigen, 
Jso nur Glieder zusammen, welche verschiedenen Kolonnen angehören, 
?so erhält man die symmetrische Punktion S^x^^x^^x/), Es wird dem- 
nach mit Hilfe der Resultate des vorigen Paragraphen 

SaSffSy = Sa-^-fi^Y "f" (j^a-^-ß^y — ^«+/'+y) "I" (^«-h/^i* — ^a+Z'+y) 

+ (sß-hY^a - 5a+/9+y) + ^K« x/ X^Y) 
= — 2Sa^^ + Y + (^«+/*^y + Sß+Y^a + Sy+a«/*) + S(x^''X^fix/)] 
8) S (X^'' X^^ X^y) = SaSßSy— (Sa^fiSy+Sß^YSa+ SY+aSß) + 25a+^+y. 

Wären zwei der Indices, z. B. « und ß, einander gleich, so würde 
rechts in der letzten Gleichung 8) keine wesentliche Änderung ein- 
treten; dagegen würde links wieder 

{S{x,^ x/ x^y)]a=.ß - 2S{x^^ ^2« x^y) 

gesetzt werden müssen, da je zwei Glieder x^**x^^x^y und x^ x^x^ 
für a = /J in ein und dasselbe Glied x^x^x^ übergehen. Ebenso 
würden sich füra = /3 = 7/je 6=1.2.3 Glieder der Form x^^x^x^^ 
welche im allgemeinen Falle von einander verschieden sind, zu einem 
einzigen vereinigen, so dass man hätte 

[S(a:i«a:/^sO]«=/J=y ^ 3 ! Six^^x^'^x/), 
Demnach entstehen die beiden speziellen Formeln 

10) S(a;i«aJ2«aJ3«) = f (5«8~352a5«+253«). 

§ 8. Da die bisher befolgte Methode in gleicher Weise auf Typen 
von. symmetrischen Funktionen angewendet werden kann, bei denen 
in jedem Gliede mehr als drei Elemente xx auftreten, so erkennt man 
iie Reduktion der höheren auf niedere Formen; und da eine jede sym- 
metrische Funktion in solche Typen zerlegt werden kann, so folgt: 

Lehrsatz n. Jede ganze symmetrische Funktion der Grös- 
jen aJi, x^^ ,.,Xn lässt sich als ganze Funktion der Potenz- 
Summen Si derselben Grössen und daUer auch als ganze 
Funktion der elementaren symmetrischen Funktionen q, Cg, 
,.Cn ausdrücken. 

Es muss jetzt noch der wichtige Zusatz bewiesen werden, dass 
äine solche Darstellung einer symmetrischen Funktion nur auf eine 
einzige Art möglich ist. 

§ 9. Um diesen Nachweis zu liefern, nennen wir den Term 
x^^ x^^ x^"^* . . , höher als x/^xj^^xj^* .,,y 

jirenn die erste der Differenzen 

\ 

i 
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welche nicht verschwindet, einen positiven Wert hat. Man legt al 
bei dieser Bestimmung eine willkürliche Rangfolge der x zu Grund< 
Dann enthalten 

^ly ^27 ^35 •••^^.) ••• 

als höchste Tenne die folgenden 

'¥* Ol* ^ O^'y'y* rf /V' f<f /y. 

*^\ % *^\ *^S 9 \. 2 ^ ) • • • *^'\ '^9 «^Q • • • «<// • * * * 9 

und es liefert die Funktion 

€^«c/c/... als höchsten Term :ri«+/*+y+ ••.a;/+>'+- .a;g>'+ •.. . 

Damit also die beiden höchsten Tenne zweier Ausdrücke 

Gic^c^^c^.,, und GiC^c^c^... 
einander gleich seien, muss 

...y==c, /J = &, « = a; Cx = Ci 

werden, d. h. zwei verschiedene Systeme von Exponenten bei q, Cg .. 
liefern verschiedene höchste Terme. 

Könnte nun eine ganze symmetrische Funktion von x^^ a^g, ... 
in zwei wesentlich verschiedene Funktionen von q, Cg, ...c,» u 
gewandelt werden, so würde für alle Werte von x^, x^^ ,..Xn • 
Gleichung 

bestehen; die Differenz q> — ilf^ welche als Funktion der cx nicht id 
tisch Null ist (denn sonst würde die Umwandlung nicht auf zwei v 
schiedene Arten vor sich gegangen sein), ist als Funktion der xx id 
tisch Null. 

Denkt man sich nun in 9) — ^ die etwa vorhandenen, sich geg 
seitig zerstörenden Terme der c^, Cg---^» getilgt und übersetzt 
zurückbleibenden Glieder in eine Funktion der a;, welche nach ei 
der Variablen x geordnet 

heissen möge, so wird dieser Ajisdruck nicht identisch Null sein, 
er einen aus 9? — ^ entspringenden höchsten, von Null verschiedei 
Term enthält. 

Es müsste demnach für jedes Spezialsystem von Werten für die 

/;aJ/ + ^2^/"' + --. + /'r+i = 

* Gauss: Demonstr. nova altera etc., § 5, Ges. W. III. S. 37—38. Ve 
L. Kronecker, Monatsber. d. Berl. Akad. 1880, S. 943 ff. 
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.ein. Wühlt man aber r-i-l Systeme von Werten für die 3';,, welche 
ich nur durch die für -Xa festgesetzten Werte unterscheiden, so i 
Eennt man die Unmöglichkeit dieser Anuabiae, und es folgt: 

Lehrsatz m. Eine ganze symmetrische Funktion von 

..x^ lüsst sich nur auf Eine Art in eine ganze Funktion 
er elementaren symmetrischen Funktionen t,, c„, ...c„ um- 
'setzen. 

§ 10. Die soeben gemachte Bemerkung, dass Ci''c^^(^'''.., als höch- 
sten Term x^''+'^+''+-.xJ'-^*+--.Xg'>'+"\.. liefert, führt dazu, den lite- 
raJen Teil eüier gegebenen symmetrischen, homogenen ganzen Funktion 
der Dimension n sofort aufzustellen* 

Enthält nämlich die gegebene Funktion eine und daher jede der 
Variabein höchstens in der Potenz m, so darf jöder Summand des 
Ausdrucks in den a höchstens m Faktoren enthalten. Denn erstens 
liefern zwei verschiedene Terme Ci''(^'*tfj>',.., c"'c/c/,.. verschiedene 
höchste Terme, so dase diese sieh nicht zerstören können; und zwei- 
tens liefert c^" c^'* c./ . . . die Potenz 3;^''+i^+''+---, so dass a+ß-^-y... 
^m sein muss. 

Ferner wird die Dimension von »j''+i''+^+'". .«/+''+■ ■.a^^+-'... 
gleich a + '2ß-]-5y + ...; da der betrachtete Ausdruck ein homogener 
ist, muss bei dem entsprechenden Gliede, nämlich bei c^"cj'c^^... die 
Snmme « + 2jJ-f 3j' + --- gleich der Dimension n der homogenen sym- 
metrischen Punktion sein. Durch diese beiden Beschränkungen, welche 
den Exponenten der c auferlegt sind, nämlich: 

« + ^ + y. .-£"*, K + 2,3 + 3y-i-....-ii 
scheidet ein grosser Teil der möglichen Glieder aus. Sind also q^, 
äi, ... noch unbekannte Konstante, so folgt z, B, liir 

- S{x^ x^ Xg^ x^ = q^c^ + 3,(.'jCfl -|- (fsC^Cg -l-ggCgC^ [m = 2, Ji = 7) 
and für 
S[(2i-3^)H^-^)'(^3-^i)T = 9oC6 + 2iC,Cs + 3äCsC^-j-g3Cs*-l-^^c,='c^-|- 

Die noch unbekannten numerischen Xoefficienten werden dann am ein- 
fachsten durch Zahlenbeispiele berechnet. So erhält man im aweiten 
Falle für 
1) Xi=\, x^^ — 1, x^^x^ = ...^0■, c,-=0, Cä= — 1, C3 = C4=...= 0, 

S-i ä.; 9, — 4. 


'* Vergl. Salmon: LessonB iiitrod, to the modern, higher Äigebra 
*" : Honaisber. d. Berl. Akad. 1860, S. 943 ff. 
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fif«0« 16^3 -4.27^7; 27^7-438. 

IV) a?i=6, ä:2=3, a:8= — 1, ii?4=«...=0; Ci«='7, c^^^^^ ^3=— 36, C4=...«0 

Sf« 400:^=36^3 -7837; g3«-27; q^ 4. 

S=0= -27+ 9^5-108 -108 +81; &-18. 

u. s. f. 

Sind x^^ X2, ^3 die einzigen vorkommenden Grössen, so geht di 
linke Seite in den Ausdruck (x^ — x^^ {x^ — x^'^ {x^ — x^^ über, den 
wir mit ^ bezeichnen und „Diskriminante der Grössen x^j x^^ x^^ 
benennen. Die wesentlichsten Eigenschaften dieser Funktion sind die, 
dass sie symmetrisch ist und dass ihr Verschwinden für die Gleich- 
heit zweier der drei Grössen x^^ x^^ x^ hinreichend und notwendig ist. 
Rechts muss C4 «= Cg = Cg = gesetzt werden und es entsteht daher die 

Gleichung 

j^- 21 c^ + 18^1 C2C3 — 4^2^ — 4^1^03 + c^c^. 

§ 11. Allgemein können wir als die Diskriminante der n Grös- 
sen a?i, a?2, ...a;„ diejenige symmetrische Punktion der xx bezeichnen, 
deren Verschwinden für die Gleichheit zweier der n Grössen Xx hin- 
reichend und notwendig ist. Sie hat die Form 

11) A^n{xx — x^^^ (^<it*5 A=l, 2,...w— 15 ft=2, 3,...n). 

*= \X-^ x^) \^x x^j \^\. *^4y • • • v^i »^«y 

V^2 ^3/ \^2 ^4/ • • • \.*^2 *^»/ 
\X^ ^4) • • • (^s ^n) 


\Xfi — 1 X-n) , 

und enthält —^—^ — ^ Faktoren von der Form {xx — x^)^^ (^ </"*); ihro 

Dimension ist w(n— 1); die höchste Potenz, in welcher jede Un- 
bekannte X vorkommt, ist die 2(n— 1)*®; sie ist das Quadrat einer 
ganzen, nicht mehr symmetrischen Funktion der x^^ x^y «..^ny von 
welcher noch vielfach die Rede sein wird. 

§ 12. Wir gehen zur Berechnung einer symmetrischen Funktion 
über, bei welcher die Diskriminante eine Rolle spielt. Die Gleichung, 
deren Wurzeln x^^ a?2, ...a?« sind, heisse wie oben 3) 

dann wird, wenn wir setzen ^ 
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r alle Werte A = l,2,3,...n die Gleichung gelten 
Wir bilden die symmetrische ganze Funktion 

s[x,-nx,)f{x,).,.r{xr)-\', 

ese enthält nur n solcher Summanden; jeder derselben ist durch 
— X2 teilbar, da in jedem mindestens einer der beiden Faktoren 
(^1)? f\^2) auftritt; ja es sind alle Summanden, mit Ausnahme der 
iden ersten, durch {x^ — x^^ teilbar, da jene anderen sämtlich 
{pc^.f\x^ enthalten. Diese beiden ersten aber lauten zusammen- 
inommen 

'f'i-c,)f{x,)...f{x;)-\-x,''f\x,)f'{x,)...f\x;) 

lese Summe ist, weil ja die geschweifte Klammer für x^^x^ zu 
iill wird, auch durch (x^ — x^Y teilbar. Es ist also (^1 — a^g)^ ein 
iktor von 8. Was von den beiden Wurzeln x^^ x^ gilt, ist auch für 
ie andere Kombination Xx^ x^i richtig. Es hat somit S den Faktor 

^=^n{xx — x^)^ (^<ft; A = l, 2, ...n— 1; |Lt = 2, 3, ... n), 

h. S ist durch die Diskriminante von f{x) teilbar, wo f{x) als 
jpräsentantin der n Wurzeln x^^ rCg, ...Xn, eingesetzt ist. Nun ist 

f (x^) nach a?i vom Grade w — 1 , 

f'(xx) „ X, „ „ 1(A+1);* 
[glich ist 

x^'*f{x^f{x^..,f{Xr) nach x^ vom Grade a + n— 1, 
^ff{^i)f{^^'^'f{iiOr) „ x^ „ „ 2w-3 

id, falls a geringer ist als n— 1, wird 

S nach x^ vom Grade 2w — 3. 
s ist aber 

^ „ ^1 „ „ 2m -2; 

. ^ ein Teiler von S ist, so muss der andere Faktor Null sein, d. h. 
Ir erhalten die Formel 

S\pO,''f{x;)f'{x^)...f{Xn)\ = Q, (« <«- 1.) 

* Das Zeichen ^ möge „ungleich" bedeuten; es ist in vielen Fällen dem ^ 
rzuziehen, z. B. in allen, in welchen Grössenverhältnisse nicht auftreten. 
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Ohne Änderung des Beweises und des Resultats hätten wir 
x^ eine beliebige Funktion des Grades a nehmen können; es sei ^> 
eine solche, dann wird 

S\j[p{x^f{x^f{x^...f{x^'\^^ (falls ^ vom Grade a<w— 1 isi 

Die gewöhnliche Form, unter welcher die vorstehende Gleichi 
geschrieben wird, geht aus der eben erhaltenen durch Division mil 

/•' (^i) r (a^) r (a^s) . • . /" (^i'n) = (- 1)— ^-* ^ 

hervor-, sie lautet 

^7 ^) (xx) 

^) ^ 7R~~\ "^ ^ (falls 9? von geringerem Grade ist als f), 

Ist « gleich M — 1 , so wird 

S nach x^ vom Grade 2n — 2, 
^ „ x^ j, „ 2w— -2, 

und da zJ ein Faktor von S ist, so können beide Funktionen S \ 
A sich nur durch einen von x^ unabhängigen Faktor unterscheid 
Was für x^ gilt, ist für jede der anderen Grössen xx richtig; also 

wo c einen numerischen Faktor bezeichnet. Um diesen zu berechn 
beachten wir, dass nur der erste Summand in S nach x^ vom Gri 
2n — 2 wird, dass alle folgenden von niederen Graden sind, und d 
der Koefficient von x^^'^~'^ infolgedessen gleich 

V 1/ (.»^2 "^S/ \*^2 ^U • * * \'^2 ^"n) • V*^S *^2/ \,^3 *^U " ' ' \P^S *^n) • • 

• • • \p^n ^2/ \*^» '^sj • • • \*^» *^» — V 
n(n— 1) 

ist. In c^ ist der Koefficient von aJ^*'*"^ gleich 

C • \X2 X^J {X2 X^J • • • {X2 Xfi) . V,*^3 ^4^ • • • \Xq ÄJnj . . . (Xn — i — Xn 

SO dass sich ergiebt n(n— i) 

und n(»-i) 

Ä C^"- ^ /•' (^2) /•' (^s) .••/•' (a^n)] = (- 1) ^4 

oder, ähnlich wie oben, durch Einführung der ganzen Funktion tp 
S [9> («1) f («2) •../■' (««)] = (- 1)"»"" ^ (faUs 9 (a;) =a;»-i + aa;''-2+. , . i 


* Die Formehl D), E) stammen von Buler: Calcul. integr. II § 1169. 
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§ 13. Ist eine aus den Elementen x\, x^, ...x^ gebildete ganze 
■Funktion nicht symmetriscli, so wird sie bei allen möglichen Ver- 
iauschungen der x^, ...x, untereinander verschiedene Formen und I 
ilso bei von einander völlig unabhängigen x auch verschiedene Werte 
|knnehmen. . Die Ausfiihrnug einer derartigen Vertaiischung oder Per- - 
piutation der Elemente a'x linterein ander soll Substitution heissen, j 
jeo dass die Permutation das Resultat einer Thätigkeit, der Substitn- 
tiou ist. ' 

Eine beliebige Hubatitiition verändert die Form einer symmetri- 
schen Funktion nicht; dagegen giebt es andere Funktionen, deren 
Formen durch Substitutionen geändert werden können; so nehmen 

bei gewissen Substitutionen andere Werte an, z. B. bei der Vertau- 
Bchung von a;, und x^ die Werte: 

II) -^i^ + V + 'V — «o •^i^-^a-C3 + ^;^6 + -''8: J^/ + -Cs* + -l-ä. 

Die beiden ersten von diesen drei Funktionen 1) bleiben für | 
die Vertauschung von Xi und x^ ungeändeii, die zweite ferner, wenn 1 
man .r, und x^ miteinander vertauscht u. s. w. 1 

Je nach der Anzahl der Werte, welche eine ganze Funktion bei 
allen überhaupt möglichen Vertauachuugen der Elemente annehmen 
kann, heisst dieselbe ein-, zwei-, drei-, vierwertig u. s. f. Die . 
Existenz einwertiger Funktionen war ersichtlich; die Hauptsätze aus J 
der Theorie derselben sind im ersten Teile dieses Kapitels besprochen 
worden. 

Wir werfen jetzt die Frage nach der Existenz zweiwertiger Funk- 
tionen auf. 

Angenommen, es gäbe zweiwertige Funktionen, so sei 
tp(xi,a:2 -.. z„) eine solche; ihre beiden Werte bezeichnen wir durch 

<Pj (s'i, x^, ■■■x^) und <p2 (3^1, .1^, ...^b). 
Was für Substitutionen auch immer auf tpi^it •••^ti) angewendet wer- 
den mögen, das Resultat wird rpi oder ip^ sein; ebenso ensteht aus 
qOj oder tp.^ unter der Einwirkung einer Substitution immer wieder qs, 
oder (p^. Wendet man auf <p^ und auf y^ gleichzeitig dieselbe Sub- 
stitution an, so wird die Einwirkung derselben auf tp, etwas anderes , 
hervorrufen als auf ip^; denn es ist 1 

ß) yi(a.-i, 3;,, ...3;,) y-'p^is-,, .'■„ ...a:«), I 

jg^ führt nun die Substitution Xj ia a-,,, x^ in Xj,, ...a"" in Xi^, ■•• I 
^^Pi so wird auch im Resultate | 
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werden, denn die beiden linken Seiten von a) und ß) untersclieide 
sich nur durch die Bezeichnung der Argumente von einander, un 
ebenso die rechten Seiten. 

Da nun 9>i(^f,, ^/,i ...i^^fj infolge der Zweiwertigkeit 6ntwed< 
gleich (pi{Xj^f...Xn) oder gleich 92(^i»*"^«) is*> so wird 9>2(^«n ^'«) •••^' 
respektive gleich 9^2(^1? •••^») ^^^^ gleich q>i(x^,...Xn). Mit anden 
Worten: Diejenigen Substitutionen, welche den einen Wei 
der zweiwertigen Funktion (p nicht ändern, ändern auch de 
anderen nicht; diejenigen Substitutionen, welche den eine 
Wert von 9? in den anderen überführen, verwandeln diese 
zweiten rückwärts in den ersten. 

Bilden wir jetzt aus der angenommenen Funktion 9), über der( 
Existenz noch gar nichts feststeht, die Differenz ihrer beiden Wer 

so hat diese Funktion gleichfalls zwei und nur zwei Werte. Dei 
jede Substitution lässt entweder (p^ und (p2 ungeändert und damit au( 
^1, oder sie verwandelt q)^ in q)^ und q>2 in q)^ und ruft dadurch d( 
zweiten Wert 

hervor. Existiert also eine zweiwertige Funktton 9), so existiert au( 
eine zweiwertige Funktion ^, deren beide Werte sich nur durch ik 
Vorzeichen von einander unterscheiden. Das Quadrat dieser Funkti( 
ist daher symmetrisch. Eine solche Funktion heisse eine alterni 
rende Funktion. 

§ 14. Bleibt eine Funktion für jede Umsetzung von 
zwei Elementen xx ungeändert, so bleibt sie überhaupt ui 
geändert, was für eine Substitution auch auf sie angewandt 
wird. Denn jede Substitution lässt sich aus einer Reihe von de 
artigen Umstellungen, die wir Transpositionen nennen wollen, zi 
sammensetzen. Wir nehmen an, die Richtigkeit dieses Satzes sei ti 
n—1 Elemente nachgewiesen*, dann zeigen wir sie auch für n Element 
Sollen x^j x^^ x^^ ...Xn durch a?;^, a?,^, Xi^^ ...^i„ ersetzt werden, t^ 
die Zahlen «\, ig, ...i» eine Umstellung der Zahlen 1, 2, 3, ... 
bedeuten, so führe man zuerst die Transposition aus, welche x^ ui 
Xi^ vertauscht; dadurch geht x^^ x^j x^^ ...x» in a;,,, Xk^^ x^^y ...a 
über, wo die fc« bis auf ein einziges Je mit den a übereinstimmen, ui 
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in hat dann nur noch die Überführung von Xi^^ x^^^ Xj^^^ •••Xj,^ in 
, X{^^ Xi^y -*'^f'n 2^ bewerkstelligen. Da ' das erste x in beiden 
ellungen schon dasselbe ist, so ist nur noch Xk^^ Xj,^^ .-'Xk„ in x,-^^ 
, ...a?,„ umzuwai^deln, d. h. die Aufgabe ist auf die gleiche bei 

- 1 Elementen reduziert. 

Für w = 2 ist der Satz selbstverständlich. Folglich ist er all- 
mein bewiesen und wir sehen: 

Lehrsatz IV. Jede Substitution kann durch eine Folge 
n Transpositionen ersetzt werden. 

§ 15. Es giebt also mindestens eine Transposition, welche den 

ert einer alternierenden Funktion ändert und ihn dadurch in den ent- 

gengesetzt gleichen umwandelt. Diese Transposition möge x^ und 

mit einander vertauschen. Dann wird bei der Funktion ^ des 

13 zu setzen sein 

r ^x^ wird daher ^ gleich seinem entgegengesetzten Wert, d.h. 
dch Null. Demnach wird 

y^ \X\ ^ .••*', ... Xß , • . . Xnj '^^ u , 

Gleichung für die Unbekannte z aufgefasst, die Wurzel }S=°Xß 
ben', das Polynom ^ ist also durch z — x^ teilbar; folglich hat 

1 Paktor Xa — Xß und die Funktion ^^ den Faktor (xa — x^y. 

Weil femer ^^ nach § 13 symmetrisch ist, so enthält es alle 
ktoren von der Form (Xa — x^y] dies wird durch die Unveränder- 
bkeit der Form einer symmetrischen Funktion bedingt. Nun war 

-^ *=* \Xi X^J . • • ^/j Xfij , {X2 Xt^J • • • \X2 Xji) • • . 

j Diskriminante der n Werte x^^ x^^ ...a:„-, also haben wir den 

Lehrsatz V. Jede alternierende Funktion ist durch Y^ 
llbar. 

§ 16. Über die Existenz alternierender Funktionen ist auch durch 
Q letzten Satz noch nichts ausgesagt. Der folgende Lehrsatz giebt 
ifschluss über diese Frage. 

Lehrsatz VI. Die Quadratwurzel aus der Diskriminante 
r n Grössen x^^ x^^ ...Xn ist eine alternierende Funktion 
eser n Grossen. 
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Denn (")/^^ ist symmetrisch in den X] yj hat also höchste 
zwei Werte. Schreibt man 

Y^ = (x^ - x^ {x^ - x^...{x^ — x^ 

\X^ X^) , . . \X2 *^n) 


und wendet die Transposition an, welche Xi und x^ mit einander i 
tauscht, so ändert der erste Paktor der ersten Zeile sein Vorzeich 
die übrigen Faktoren der ersten Zeile gehen in die darunter steh 
den der zweiten über, und umgekehrt die der zweiten in die darü 
stehenden der ersten Zeile, während in den übrigen Zeilen, wel 
weder x^ noch X2 enthalten, keine Änderung vor sich geht. Es w 

also aus Y^ entstehen — l/^. Folglich hat Y^ mindestens z 
Werte. 

]/z/ ist also in der That zweiwertig. 

§ 17« Lehrsatz VII. Jede alternierende ganze Funkti 
ist von der Form 

s.yj, 

wobei Y^ ^^® Quadratwurzel aus der Diskriminante und 
eine beliebige ganze symmetrische Funktion bedeuten. 

Dass S.Y^ ®i^® alternierende Funktion sei, erkennt man sofi 
Ist umgekehrt ^ eine alternierende Funktion, so ist sie nach d 

Lehrsatze V) durch Y^ teilbar. Es sei (Y^Y^ die höchste als Fak 

von ^ vorkommende Potenz von ]/^. Dann wird der Quotient 

da in ihm Zähler wie Nenner höchstens ihr Zeichen ändern körn 
ein- oder zweiwertig sein. In letzterem Falle würde nach demsell 

Lehrsatze V) der Quotient gegen die Voraussetzung noch durch ] 
teilbar sein. 12) ist also symmetrisch und es folgt, wenn wir diei 
Quotienten durch Si bezeichnen, 

Wäre m gerade, so wäre die rechte Seite und damit ^ selbst e 

wertig; es ist somit m = 2w + l, und da (j/z/) "^z/" also symmetrii 
wird, so können wir diese Potenz zu S^ ziehen und erhalten 

t-s.Y^. ^^^ 
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Zusatz. Aus der Form der alternierenden Funktionen 
Igt, dass sie bei einer beliebigen Substitution gleichzeitig 

it ]/z/ ungeändert bleiben oder gleichzeitig mit |/!^ ihr Vor- 
ichen ändern. 

§ 18. Hiernach können wir jetzt die allgemeine Form zweiwer- 
;er Funktionen finden. Ist 9 eine solche Funktion, so wird die 
mme ihrer beiden Werte q>i + q>2 symmetrisch, die Differenz 9?i — 9?2 
rselben alternierend; wir können also setzen 

9i + 92 = 2/Si , (Pi — (P2 = 2/^2 y^. 
eraus folgt dann durch Addition und Subtraktion beider Gleichungen 

q^t-s^+s^yj, iP2=-s,-S2V^, q>--s,±8,yj. 

ISS umgekehrt jede Funktion dieser Form zweiwertig ist, erkennt 
m ohne weiteres. 

Lehrsatz vui. Jede zweiwertige ganze Funktion hat die 

)bei Sj, S2 ganze symmetrische !^unktionen und Y^ die Qua- 
atwurzel aus der Diskriminante bedeuten. Umgekehrt ist 
ie Funktion der angegebenen Form zweiwertig. 

Zusatz. Jede ganze zweiwertige Funktion bleibt bei Sub- 

Itutionen zugleich mit Yj ungeändert oder sie ändert sich 

gleich mit Y^. 

§ 19. Aus den Zusätzen zu ^en beiden letzten Theoremen er- 
ont man, dass es von Wichtigkeit ist, die Substitutionen aufzufinden, 

Iche den Wert von Y^ nicht ändern. 

Von der Transposition, welche x^^ und X2 vertauscht, wissen wir, 

SS sie Y^ ändert (§ 16). Ebensogut hätten wir aber das dortige 
hema in anderer Weise anordnen können, so dass etwa Xa und x^i 
i Stellen von x^ und x^ einnehmen; nur wüssten wir dann nichts 
er die Bestimmung des Vorzeichens. Jedenfalls wird aber durch 
5 Transposition, welche Xa und Xii untereinander vertauscht, einer 

r Werte von Y^ geändert; also nach § 13 auch der andere. Folg- 

h wird Y^ bei Anwendung einer ganz beliebigen Transposition den 
tgegengesetzten Wert annehmen. 

Dieses Resultat lässt sich leicht erweitem. Wendet man fi Trans- 

sitionen nacheinander auf Y^^ ^^1 ^^ "^^^^ ^^^ Vorzeichen dieses 
isdrucks ft mal geändert; es tritt demnach zu ]/^ der Faktor (— ly* 

Netto, Sabstitntionentheorie. " 
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hinzu. Ist fe gerade, so bleibt "j/z/ ungeändert; ist fe ungerade, s( 

geht y^ in — )/zi über. Gemäss § 14 Lehrsatz IV) können wir als( 
sagen: 

Lehrsatz IX. Alle Substitutionen, welche aus einer un-| 
geraden Anzahl von Transpositionen gebildet werden kön 

nen, ändern den Wert |/^ in —^J um; alle aus einer geraden 

Anzahl von Transpositionen gebildeten lassen]/^ ungeändert 
Dasselbe findet bei jeder zweiwertigen Funktion statt. 

Zusatz. Eine Substitution, die sich auf eine Art aus einer 
geraden respektive ungeraden Anzahl von Transpositionen 
zusammensetzen lässt, enthält bei jeder möglichen Zerlegung 
eine gerade respektive eine ungerade Anzahl von Trans- 
positionen. Denn änderte sich dieser Charakter, so müsste dieselbe 

Substitution einmal V^zi ändern, einmal es ungeändert lassen. Dass 
bei der Zerlegung einer Substitution in Transpositionen grosse Will- 
kürlichkeit herrscht, ist leicht einzusehen. 

Wir kommen im nächsten Kapitel auf die durch den obigen Zusatz 
angeregten Fragen zurück. 

§ 20. Lehrsatz X. Jede zweiwertige Funktion ist die Wur- 
zel einer Gleichung zweiten Grades, deren Koefficienten ra- 
tionale symmetrische Funktionen der Elemente x^^ a;^, ...a:« 
sind. 

Aus der in § 18 gefundenen Form 

folgt für die elementaren symmetrischen Funktionen von q)^ und tp^ 

beide Werte sind symmetrische Funktionen der Elemente. Wir er- 
kennen, dass die Gleichung 

die Wurzelwerte g?j und (p^ liefert. 

Zu bemerken ist hierbei, dass nicht umgekehrt jede quadratische 
Gleichung mit symmetrischen Funktionen zu Koefficienten auch zwei- 
wertige Funktionen in unserem Sinne zu Wurzeln hat. Es ist dazu 
nötig, dass diese Wurzeln in den Elementen x^^ x.^^ ,.. Xn auch ratio- 
nal seien, was im allgemeinen nicht der Fall ist. 


T 
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Zweites Kapitel. 
Mehrwertige Funktionen und Substitutionengruppen. 

§ 21. Es ist nach den Auseinandersetzungen des vorigen Kapitels 
möglich; den Gang unserer weiteren Untersuchungen wenigstens in 
allgemeinen Umrissen anzudeuten. Genau wie wir einwertige und zwei- 
wertige Funktionen behandelt und die Substitutionen aufgesucht haben, 
welche die letztere Klasse von Funktionen ungeändert lassen, so wird 
es sich weiter darum handeln, die Existenz von Funktionen mit vor- 
geschriebener Wertezahl darzuthun oder als unmöglich nachzuweisen; 
die algebraische Form dieser Funktionen zu studieren; den Komplex 
aller derjenigen Substitutionen kennen zu lernen, welche eine vorliegende 
mehrwertige Funktion ungeändert lassen; die Beziehungen aller Werte 
dieser Funktion zu einander aufzusuchen. Weiter wird es sich darum 
bandeln, die mehrwertigen Funktionen zu klassifizieren; sie — vielleicht 
wie die zweiwertigen — als Wurzeln von Gleichungen mit symmetri- 
schen Funktionen der Elemente als Koefficienten darzustellen; die Be- 
ziehungen zwischen Funktionen zu entdecken, welche für dieselben Sub- 
stitutionen ihren Wert nicht ändern u. dergl. m. 

§ 22. Zuerst muss eine expedite Schreibweise für Substitutionen 
ausfindig gemacht werden. — Wir betrachten eine rationale ganze 
Funktion der n von einander unabhängigen Grössen ii?i, a?2, ... Xn] diese 
möge mit (p{Xi, x^j ... Xn) bezeichnet werden. Ändert man in diesem 
Ausdrucke die Stellungen der Elemente Xx derart ab, dass man in (p für 

a?!, 0/2, ... Xn respektive setzt a;,-, , a;,,, ... a;,^, 

wobei der Komplex i^, i^^ ... in eine beliebige Permutation der Zahlen 
1, 2, ... n bezeichnet, so erhält man aus der ursprünglichen Funktion 

9 (iTi, X2J ... Xn) den Ausdruck q) (a:^,,, a;,-,, . . . Xi^). 

Wir betrachten die Art der Darstellung eines solchen Überganges von 
fl/'i, a?2, .,.Xn zu Xi^j a?/^, ...a;,„; wir haben ihn im vorigen Kapitel be- 
reits mit dem Namen einer Substitution- belegt. 

A. Erstens kann man denselben durch das Symbol 

/ X^ y X^ , Xv^ , • . . Xfl \ 

bezeichnen; es mag dies andeuten, dass ein jedes Element der ersten 
Seile durch das darunterstehende der zweiten ersetzt werden soll. 
Unbeschadet der Vollständigkeit der Darstellung können dabei alle 

2* 


20 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 

diejenigen Elemente, welche durch die Substitution nicht berührt werde] 
in dieser Darstellung weggelassen werden, alle diejenigen also, für welch( 
Xk = ^ik ist. Freilich müsste dann die Zahl der Elemente von vornhereii 
bekannt sein, ebenso wie dies bei q) selbst statthaben musS; indem z.B] 
aus der Form ip = x,x, + x,x^ 

noch durchaus nicht ersichtlich ist, ob nicht etwa noch Elemente Xr^^x^,.., 
der Betrachtung zu Grunde liegen. 

B. Zweitens kann man von den Resultaten des vorigen Kapitels 
Gebrauch machen: Jede Substitution kann in eine Reihe von Trans- 
positionen zerlegt werden. Bezeichnen wir eine solche Transposition, 
d. h. die Umstellung zweier Elemente untereinander dadurch, dass 
beide in eine Klammer geschlossen werden, so wird jede Substitution 
als eine Folge . ^ / ^ r. ^ 

yXaXifj \Xc*^d) • • • y^P'^Qj • • * 

dargestellt werden. Dabei kann die Zerlegung auf die mannigfaltigste 
Art vor sich gehen. Denn wir können, wie in § 14 des vorigen Ka- 
pitels gezeigt worden ist, zuerst durch eine Transposition ein ganz 
beliebiges Element an seine richtige Stelle bringen und dann mit den 
noch umzustellenden n—\ Elementen in gleicher Weise fortfahren. 
Ja wir können hierbei auch eine ganz willkürliche Transposition ein- 
schieben und deren Wirkung dann durch eine oder mehrere nicht un- 
mittelbar folgende Transposition wieder zerstören. 

C. Drittens kann man jede Substitution auch in der Form 

darstellen. Die Bedeutung einer der aufgeschriebenen Klammem ist 
folgende: Jedes der in ihr vorkommenden Elemente mit Ausnahme des 
letzten wird durch das folgende, das letzte aber durch das erste der- 
selben Klammer ersetzt. Man denkt sich die Klammern also cyklisch 
geschlossen, .z. B. so, dass alle Elemente derselben aufeinander fol- 
gend auf der Peripherie eines Kreises angeordnet sind. Will man von 
der Darstellung in A) zu der jetzigen übergehen, so würden die Cykel 
lauten: , .. . 

yX^Xj^-X^ . . .) (XaXi^Xi- . . . j . . . 

Auch hier ist es klar, dass die Elemente, welche von der Substitu- 
tion nicht berührt werden, die also für sich allein je einen Cyklus bildffl 
würden, fortgelassen werden können. Es sind dies dieselben, welche in 
der ersten Darstellung gleich den unter ihnen stehenden Elementen sind 

Die Klammem, in welche auf diese Art die Substitutionen zf 
legt werden, sollen Cyklen heissen. ^ 


\ 
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Eine vierte Darstellungsart, welche sich bei vielen wichtigen Spezial- 
illen als unentbehrlich ausweist, wird später besprochen werden. 

§ 23. Es ist ersichtlich; dass in jeder dieser drei Darstellungs- 
eisen A), B), C) etwas Willkürliches liegt. Bei A) ist die Anord- 
mg der Elemente in der ersten Zeile ganz in unser Belieben gestellt; 
n B) kann, wie wir gezeigt haben, die Art der Zerfällung in Trans- 
)sitionen sehr verschieden sein; bei C) ist einmal die Aufeinanderfolge 
5r Cyklen und zweitens das Anfangsglied jedes einzelnen Cyklus will- 
irlich. 

Die erste dieser drei Darstellungsweisen leidet trotz ihrer schein- 
Lren Einfachheit doch an Unübersichtlichkeit; die zweite daran, dass 
a und dasselbe Element beliebig oft in die Darstellung eintritt, so 
.SS die wichtigste Frage: „durch welches Element wird ein gegebenes 
setzt?" nicht auf den ersten Blick entschieden werden kann, und 
SS die Gleichheit zweier Substitutionen nicht sofort durch ihre Dar- 
3llung klargelegt wird. 

Wir werden daher in den folgenden Untersuchungen fast ausschliess- 
h die Darstellung durch Cyklen verwenden. 

Als Beispiel für das Auseinandergesetzte mag für w = 7 folgende 
ibstitution dienen: 

Die Folge x^^ x^^ iTg, rc^, Xr^, x^^ x^ soll durch iCg, x^^ x^^ x^^ n?i, 
, a?2 ersetzt werden. 

Die erste Methode liefert 

(x^ x^ x^ x^ X^ Xq x>{\ _^ /a?! x^ Xq x^ X,j\ ^ 
Xq X'j X^ X^ X^ Xq X^/ \3/3 Xfj X^ Xi X^/ 

ch der zweiten findet man für die Substitution 

(^i^s) (^i^ö) (^2^7) ~ (^1^3) (^i^ö) (^1^2) (^1^7) (^1^2) 

== \X^X^ (^5*^6/ (^1^7) \*^3'^7) (^1*^6) \*^2'^7/ V*^4^6/ V'^2'^'4/ \'*'2*^6J ^== • • • 

Da wir hier die Zerlegung in 3, 5 und 9 Transpositionen, also 
lesmal in eine ungerade Anzahl besitzen, so ist dies zugleich ein 
ispiel für Kapitel 1 § 19 Zusatz, und lehrt, dass V^ für die hier 
brachtete Substitution ihr Zeichen ändert. 

Die dritte Methode liefert 

{XiX^X^J {X^Xf^) [XjJ [Xq) = (^1^3 ^5) (^2^7) "^ (^2^7) (^8 ^6^1) 

= \XfjX2) (Xj^X-^X^) = . . . 

§ 24. Wir suchen die Anzahl aller möglichen Substitutionen auf, 
lem wir diejenige aller möglichen Permutationen bestimmen. 

Zwei Elemente x^ , x^ können zwei verschiedene Permutationen 
den: x^ x^ und x^ x^. Kommt ein drittes Element zu diesen beiden, 
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so kann es bei jeder der vorhandenen beiden Permutationen au d< 
Anfang treten: x^x^x^^ ^s^a^i? ^^®^ ^ ^^® Mitte x^x^x^^ x^x^x^^ od( 
ans Ende: x^x^x^^ x^x^x^. Es giebt also 2.3«= 3! Permutationen untt 
drei Elementen. Tritt ein viertes Element x^ auf, so kann es bei jed( 
der vorhandenen 2.3 Permutationen an die erste, zweite, dritte odel 
vierte Stelle treten und dadurch aus jeder der vorhandenen 4 neu] 
hervorrufen; es giebt also 2.3.4-= 4!, ebenso bei 5 Elementen 
Permutationen u. s. w., bei n Elementen n\ Permutationen. 

Nimmt man nun für die erste Zeile in der Darstellungsweise A)| 
der Substitutionen die natürliche Folge der Elemente x^, x^y . , . Xn und 
für die zweite Zeile der Reihe nach alle n\ möglichen Permutation«i 
derselben, so erhält man alle möglichen von einander verschiedenes 
Substitutionen der n Elemente. 

Zu bemerken ist^ dass hierunter auch diejenige Substitution ent- 
halten ist, bei der die erste und die zweite Zeile übereinstimmen 
Diese stellt also gar kein Element um; sie werde mit 1 bezeichnet 
und als Einheit oder auch als identische Substitution angesehen. 

Lehrsatz I. Für n Elemente giebt es n! Substitutionen. 

Um aus der Darstellungsweise B) dasselbe Resultat ableiten zu 
können, müssten eingehendere Untersuchungen gemacht werden, für 
welche hier nicht die Stelle ist; bei der Darstellungs weise C) ist es 
leicht, mit Hilfe der strengen Induction die Anzahl n\ festzustellen. 

Man gelangt dabei zu einer Reihe interessanter Beziehungen, von 
denen wenigstens eine hier angegeben werden- mag. Enthält eine Sub- 
stitution, in deren Ausdruck alle Elemente aufgenommen werden 

a Cyklefi von a Elementen, h Cyklen von ß Elementen, ... 
N) aa + &/3 + ...^w, 

so lassen sich aus ihr durch Umstellung der Cyklen und durch Ver- 
schiebung der Elemente jedes einzelnen Cyklus 

a\cif'.h\ ß\ . . 
Ausdrücke für dieselbe Substitution ableiten; folglich giebt es 

n! 

von einander verschiedene Substitutionen, welche a Cyklen von a Ele- 
menten, h Cyklen von ß Elementen u. s. f. besitzen. Summiert man in 
Hinsicht auf alle möglichen Zerlegungen N) der Zahl n, so erhalt 
man alle möglichen n! Substitutionen. Daher ist 


^ alaf'MßK,.^^* 


* Cauchy: Exercices d'analyse III, 173. 
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B- § 25. Wendet man nun alle diese nl Substitutionen auf q) (x^, ».Xr^ 
Pbh, d. h. führt man jede dieser Substitutionen, welche kurz mit 

bezeichnet werden mögen, zwischen den x^^ x^^ ... x^ in dem Aus- 
drucke (p durch, so erhält man, den durch die Substitution 5^ -= 1 her- 
vorgerufenen mitgerechnet, m! Ausdrücke, welche mit 

9^*. = 9^1 = 9? 9^*2» 9».7 • • 9««) • • • ^^15 
oder wohl auch, wenn keine Verwechselung zu befürchten steht, mit 

9n 92? %1 "(fa, ... (Pn\ 

bezeichnet werden mögen. Diese Werte brauchen nicht alle von ein- 
ander verschieden zu sein; einige können den ursprünglichen Wert 
g){x^y x^^ ... x„) wieder annehmen. Auf den Komplex derjenigen Sub- 
stitutionen, welche den Wert von (p nicht ändern, richten wir zunächst 
unsere Aufmerksamkeit. Ist (p symmetrisch, so wird dieser Komplex 
alle überhaupt vorhandenen Substitutionen umfassen; ist (p eine zwei- 
wertige Funktion, so enthält er alle Substitutionen, welche aus einer 
geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt sind, und aur 
diese. — Sei femer beispielshalber unter der Voraussetzung von nur 
vier Elementen x^^ x^^ x^^ x^ 

(p (X^ y 5^2 ? *^3 j '^/U ~ *^1 "^2 "T" '^Z '^4? 

SO wird dieser Wert für acht der überhaupt möglichen 24 Substitu- 
tionen ungeändert bleiben, nämlich für 

5i = 1 , ^2 = (^1^2) ? ^8 "^ (•^3^4) 5 ^4 ~ v'^1^2) (^8^4) ) 
^r> = (^1^3^2^4)7 ^6 = (^1^4^2^3)) ^7 = (^1^3) (^2^4)? h *" (^1^4) (^2^8)* 

Für die übrigen 4! — 8=16 Substitutionen ändert sich 9 und 
zwar geht es entweder in 

über; wir lernen also, nebenbei bemerkt, hier eine dreiwertige Funk- 
tion von vier Elementen kennen, welche für acht von den 24 Sub- 
stitutionen ihren Wert ungeändert beibehält. 

§ 26. Alle diejenigen Substitutionen, welche eine Funktion 
9^(^i? -^2 5 ••• ^») umgeändert lassen, und deren Anzahl stets durch r 
bezeichnet werden wird, mögen 

heissen; s^=\ befindet sich natürlich unter ihnen. Nach der im vo- 
rigen Paragraphen eingeführten Bezeichnung ist dann 


r 
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Der Voraussetzung nach wird keine von 5^, s^, ... Sr verschiedene Sul 
stitution s^ den Wert <p ungeändert lassen; d. h. es ist stets 

(fg'^q), wenn s^=\=Sx (A«=l, 2, ... r). 

Wendet man jetzt auf €p zwei Substitutionen 5«, s^ unserer Reihe mcl 
einander an und bezeichnet das Resultat, ähnlich wie oben bei eine 
einfachen Substitution, mit 

SO wird; da (fs^^^ ist, das Resultat der beiden Operationen 

sein, und daraus lässt sich schliessen, dass SaSß auch in der obige 
Reihe 6) vorkommt: jede Substitution, welche durch die Aufeinande 
folge zweier der Substitutionen von G) hervorgerufen wird, befind 
sich wiederum in der Reihe 6). Was von zwei Substitutionen jen 
Reihe gilt, hat hiernach für beliebig viele gleichfalls Geltung. 

Die aufeinander folgenden Anwendungen zweier oder mehrer 
Substitutionen nennen wir das Produkt derselben und schreiben c 
Substitution ^, welche denselben Effekt auf g? ausübt, wie die Ai 
einanderfolge von s« und 5^, als Produkt o^SaSß. Es kommt d; 
Produkt beliebig vieler s wieder unter der Reihe G) 5^, Sg? 
...SrVor. Die Operationenfolge in einem Produkte ^^=^SaSßSy 
soll von links nach rechts gerechnet werden. 

§ 27, Die Darstellung eines solchen Produktes von Substitution 
ergiebt sich in der von uns acceptierten Darstellungsweise durch Cykl 
folgendermassen. Sind 

die beiden Faktoren des zu bildenden Produktes, so wird in SaSß a 
Xa dasjenige Element folgen, durch welches S/s das Element Xa^ erset 
Dies sei z. B Xa^'^ femer wird in SaS^ auf Xa^ dasjenige Element folge 
durch welches ^^ das Element x^^ ersetzt; dies sei z. B. x^^ u. s. 
Man erhält _ . . 

Ist etwa die Substitution Sa so beschaffen, dass sie jeden Index g i 
Elemente x^^ ... Xg^ ... x^ durch ig ersetzt; Sß derart, dass sie jed 
Index g durch kg ersetzt, oder in Formeln, ist: 

Sa « (oC^OCi^Xi.^ . . .) (XaXi^ . . .), Sß = (x^Xk.Xjtj^^ . . .) (Xj^Xjtf, . . .), 

so wird das Produkt die Form haben 

SaSß = {X^ Xji. . . ,j (XgX]^^^. ..)... 
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ri Als Beispiel gelte 

SaSß = (X^ X^) (X^ X^ ^4^6) (^3) = (^1 ^5) (^2 ^7 ^4^6)- 

Wir haben hier den Ausdruck Produkt eingeführt. Es fragt sich, 
^e weit die fundamentalen algebraischen Multiplikationsregeln 

a . fc = fc . a, a . (& . c) = (a . fc) . c 

'^erwendet werden dürfen. Die Untersuchung hierüber wird zeigen^ 
lass das erste, das kommutatiye Gesetz im allgemeinen wegfallt, wäh- 
'end das zweite; das associative bestehen bleibt. 

In der That lehrt die obige Ausführung der Multiplikation von 

Sa^ix^Xi^...).,.^ Sß^(x^Xj,^. ..)..., 

ass nur in dem Specialfalle, in welchem ik^'^h^ für jedes a ist, eine 

^aktorenvertauschung vorgenommen werden darf. Dies findet z. B. 
tatt, wenn Sa und Sß keine gemeinsamen Elemente besitzen, wie sich 
•eim ersten Anblick ergiebt. 

Deshalb darf man die einzelnen Cyklen einer Substitution, welche 
El keine gemeinsamen Elemente besitzen, ganz nach Belieben unter ein- 
jider vertauschen. Bei der Darstellung B) S. 20 ist dies nicht möglich. 

Ist dagegen, um zum associativen (^esetze überzugehen, 

!0 folgt nachstehende Reihe von Produkten 

SfiSy = . . • {XgXij^^ • . . j . . . , §«5^ = . . . (Xs^ki^ ...)..., 
SaiSfiSy) = . . . (X^Xij^ .•.)..., {ßa^fjSy = . . . {XgXu ...)..., 

ind daraus der verlangte Satz. 

Lehrsats n. Bei der Multiplikation von Substitutionen ist 
(ine Zusammenfassung der Faktoren in Unterprodukte ohne 
Änderung der Faktorenfolge gestattet. Eine Vertauschung 
ier Faktoren liefert dagegen im allgemeinen verschiedene 
ilesultate; erlaubt ist dieselbe, wenn die Faktoren keine ge- 
neinsamen Elemente besitzen. 

§ 28. Diejenigen Substitutionen 

\Jj 5j = 1 , $2 9 ^37 • • • ^a ) • • • ^r j 

Speiche eine gegebene Funktion g?(n?i, iCg,.-. i^n) ungeändert lassen, bil- 
len nach den vorstehenden Entwicklungen in der Hinsicht eine in sich 
geschlossene Gruppe, dass sich ihre ^^^amtheit durch Multiplikation 
1er einzelnen zugehörigen Substitutioi^. ' ^^einander nicht ändert. 
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Mit diesem Namen einer Gruppe* soll stets ein Komplex v] 
Substitutionen bezeichnet werden, welcher die gegebene Charakteristik 
Eigenschaft der Reproduktion des Komplexes durch Multiplikation 
ner Individuen besitzt. Die Anzahl der Elemente, um die ^f^ 
handelt, heisst der Grad der Gruppe. Es ist aber nicht nötig, 
alle Elemente auch wirklich in die Gyklen der Substitutionen eingek 
So bilden o — i c ^fr ^^f^ ^\ 

eine Gruppe, denn man hat 81,82=82.8^^82] 82»82 = s^ = l'^ die 
Gruppe ist vom Grade 4, falls nur die Elemente x^^ i^/jj, x^^ x^ de 
Betrachtung zu Grunde liegen. In weiterem Sinne kann aber die 
Gruppe auch als solche von sechs Elementen a^, ... a-^ gelten, wo dam 
allenfalls 5^ durch ^f^ _ (^^ ^^) ^^^^^^^ (^^^ (^^^ 

ersetzt werden könnte. Der Grad der Gruppe wäre dann gleich sechs. 

Die Anzahl der Substitutionen einer Gruppe heisse ihre Ordnung; 
wie bereits oben gesagt, werde sie künftig stets mit dem Buchstaben f 
bezeichnet. 

Der Komplex sämtlicher Substitutionen, welche den Wert von 
(p{xi, ... Xn) nicht ändern, heisse die zur Funktion €p gehörige 
Substitutionengrnppe oder kürzer die Gruppe von 9. Der GnJ 
derselben drückt die Anzahl der den Betrachtungen unterworfenen 
Grössen rc^, iCg, ... Xn aus; die Ordnung der Gruppe giebt die Anzahl 
aller Substitutionen an, welche die Funktion (p nicht ändern. 

Sind die vier Elemente a;, , X2^ ^3, x^ gegeben, und ist 

(p = X1X2 -r x^x^^ 

so ist der Grad der zu 9 gehörigen Gruppe gleich 4; ihre Ordnunj 
ist, wie sich in § 25 zeigte, gleich 8. 

Für die fünf Elemente x^^ iCg, ... x^^ wird dasselbe 9 eine Grupp 
vom Grade 5 und von der Ordnung 8 besitzen; sie ist mit der am 
§ 25 identisch. 

Für die sechs Elemente x^^ X2^ .., x^ wird dasselbe cp eine Gruppe 
vom Grade 6 besitzen. Zu der obigen Gruppe kommen hier noch alk 
diejenigen Substitutionen hinzu, welche x^ und x^. unter einander ver 
tauschen, also zu den obigen acht noch folgende acht neue Substitn- 
tionen 


* Cauchy, welcher in den Exercices d'analyse et de phyaique math^matiqtt 
die erste systematische Darstellung der Substitutionentheorie gab, gebraucht dv 
Ausdruck „System konjugierter Substitutionen". Denselben behält Serr<( 
in seiner Algebra bei. Durch Galois ist die kürzere Bezeichnung „Gruppl* 
eingefdhrt. 
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== {x^x^x^xj (Xp^Xq)^ 5i4 = (x^x^x^x^) (x^Xq)^ s^^ == (x^x^) (x^xj (x^Xq\ 

^16 '^ V^'l^d (^2^3) (^6^6)* 

4k^ Ordnung der jetzt zu 9 gehörigen Gruppe ist also 8.2=16. 
^ Es ist leicht zu sehen, dass, wenn man 9 als von w>4 Elemen- 
ten abhängig ansieht, die Ordnung der zugehörigen Gruppe 8 . (w — 4) ! 
wird, und dass die Gruppe selbst erhalten wird, indem man die acht 
Substitutionen aus § 25 mit allen Substitutionen der Elemente iCg, x^^ 
...Xn multipliziert. 

§ 29. Wir wollen, um den vollkommenen Zusammenhang zwischen 
mehrwertigen Punktionen und Substitutionengruppen nachzuweisen, jetzt 
ausser dem bereits gefundenen 

Lehrsatz m. Für jede ein- oder mehrwertige Funktion 
giebt es eine Gruppe von Substitutionen, deren Anwendung 
auf die Funktion den Ausdruck derselben nicht ändert — 

auch den umgekehrten Satz anfuhren und beweisen: 

Lehrsatz IV. FQr jede Gruppe von Substitutionen giebt 
es Punktionen, die für alle Substitutionen der Gruppe und 
auch nur für diese ungeändert bleiben. 

Zuerst wollen wir eine Funktion der n von einander unabhängigen 
Grössen x^^ ^2, ...^'« aufstellen, welche so viele verschiedene Werte 
haben soll, als überhaupt möglich sind, nämlich n! ; 9 soll also unter 
dem Einflüsse jeder von der Einheit verschiedenen Substitution eine 
Wertabänderung erfahren. 

Wir bilden mit w + 1 beliebigen, von einander verschiedenen will- 
kürlichen Eonstanten a^, a^, ...an den linearen Ausdruck 

9 = «0 + «1^1 + "2^2 + . . . + CCnXn. 

Gäben die beiden Substitutionen s«=- ... (XgXi^...) ... und s^« ... (i^a^A,...) ... 
bei' ihrer Anwendung auf g? denselben Wert, so wäre 

Ordnet man diesen Ausdruck nach den x^ so erhalte man 

= («,, — a-x.) x^ + (a^ — «xj ^2 + • • •? 
wo t, X so bestimmt sind, dass A «= 6^^, fi = x* für jedes A, /Li = l,2,...n 
wird. Wegen der Unabhängigkeit der x von einander folgt, dass alle 
Klammem einzeln verschwinden müssen, also wegen der Willkürlich- 
keit der Uj dass 

i'X^^Xt folglich ti;j = A = XA;^ und ''tx'^'^ix'^^h) 

ix^lcx und i — Ä 

i ! 

I 

■ f 

' j 
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sein muss, so dass Sa mit>^^ identisch wird. Nur in diesem Fal 
d. h. wenn sie identisch sind, können zwei Substitutionen in ihrer ^^ 
Wendung auf (p denselben Wert hervorrufen; q) hat demnach n! Wer! 

§ 30. Ist nun eine Substitutionengruppe G mit den Substitution^ 
gegeben, was wir symbolisch durch die Gleichung ausdrücken wol 

Cr = [ßi , ^2 j $3 , • • . ^a ) • • • Sr} , 

SO bilden wir die n!- wertige lineare Funktion mit (w+ 1) Paramet 

wenden auf dieselbe alle Substitutionen von G an und bezeichnen 
Resultate dieser Operationen durch die an q) gesetzten Indices 1, 

dann wird das Produkt derselben 

^ = 9*1 • 9*» • 9*. . . . q>sr 

eine der Punktionen sein, zu denen die Substitutionengruppe G gfr 
hört. Um dies nachzuweisen, muss gezeigt werden, 1) dass O ffti 
jede Substitution von G ungeändert bleibt; 2) dass O für jede Sub- 
stitution r, die nicht in G vorkommt, seinen Wert ändert. Was deD 
ersten Punkt angeht, so hat man 

gemäss der Definition einer Gruppe sind 8^0 ^0^ «2^, s^0^ ... Sr0 wie- 
der in G enthalten. Diese Produkte sind aber auch sämtlich von ein- 
ander verschieden; denn würden Sa0 und 8^0 auf q) angewendet, den- 
delben Effekt haben, so würde dies auch schon bei 5« und 8^ der Fall 
und 8a ^Sß sein. Also sind die Substitutionen 

^, ^2^) ^s^ ..,Sr0 mit den 1, 82^ $3, ...8r 
bis auf die Reihenfolge identisch und daher ebenso die Funktionen 

9<i) 9«2<?) •••9«r<y ^* den 9i, 9^, ...9,,, 
und es ist demnach auch, wie behauptet wurde. 

Was den zweiten Teil des Beweises angeht, so ist wegen der w!-Wef 
tigkeit von 9 der Wert q)t von allen Paktoren {p^, (ps^, ... 9^ ve^ 
schieden, und zwar ist diese Verschiedenheit eine derartige, dass mäi 
etwa q)t gleich dem Produkte aus 9,^ und einer Konstante Ca sein, uJ' 
dann in 

wegen 


J 
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■* (y-t Ca Gq • • • *""" X 

A«^ohl das Produkt 

j^ann. Denn wegen der Willkürlichkeit der Wahl von a^ würde 
«0 + «1^*1 + «2^;*, + ...•= C- («0 + «ia?,x + «2^;^, + . . .) 

ergeben, und daher die unmögliche Gleichung 9t = y, 

§ 31. In vielen Fällen ist die Berechnung von O unthunlich, da 
einigermassen grossem r die Multiplikationen nicht zu bewältigen 
Man kann aber eine andere Bildungsart angeben , bei welcher 
Produkt durch eine Summe ersetzt wird und jede ßechnungs- 
derigkeit in Wegfall kommt. 

Zuerst nehmen wir statt der linearen Punktion (p als Grundlage 
erer Bildungen folgende Funktion an 

ic^y 0^2? •• ^n sind hier wiederum willkürliche Eonstanten, und aus 
• und der Xx ÜDabhängigkeit folgt, dass ^ eine w!- wertige Funk- 
ist. Denn wäre 

etwa identisch 

x/^ x/^ . . . ä;/»= x^Y' x^^ . . . xjfr^ , 

aüsste, wenn ^^^y^ wäre, die Gleichung für beliebig viele, also 

nehr als /3j, y^ Werte von x^ bei unveränderten x^^ x^^... Xn rich- 
ein. Daraus folgt ß^ = y^*^ dann hebt man und verfährt ebenso u. s. f. 
Nun bilden wir, wenn die Resultate der Substitutionen von G 
^ mit 

lehnet werden, die Summe 

führen den Beweis für die Zusammengehörigkeit vopi ^ und G 
,u so, wie im vorigen Paragraphen bei und G. 

Anmerkung. Man kann hier durch eine gewisse Voraussetzung 
die a den ^ einige neue Eigenschaften aufprägen. Es möge aus 

CCi, + «,-, + ... + Ui^ = «*, + «*,+ ... + % 

m, dass A^/k ist und dass alle Summanden der linken Seite 
auf der rechten auftreten. Dieser Bedingung wird z. B. durch 
Wahl 
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speziell durch die Annahmen ^ 

«1=0, «2 — 1) ^""2, «4 — 4, «5 — 8,... 
genügt. Die hieraus hervorgehenden Eigenschaften werden im dritte 
Kapitel § 55 besprochen und benutzt werden. 

Beispiel. Wir wenden jetzt die beiden angegebenen Methode 
auf die bereits oben betrachtete Gruppe mit w = 4, ;=8 an: 

G - [1 , ipc^x^), {x^x^), {x^x^) (rrjrrj, {x^x^ {x^x^), (x^x^) (x^x^)^ 

(p^l ^8 *^2 "^4/ } \P^1 »^4 »^8 *^1 / J • 

Wir legen dabei zu Grunde (unter Benutzung des Symbols i^Y~^^ 

\P ^^ X-* ~f~ ^Xq Xq %Xä\ ly ™^ X-i XaXo Xi • 

dann ergeben sich folgende Rechnungen: 
^ = (^1 + iiTg —Xq — ix^ (x^ + iXj^ — ^3 — ix^) (x^ + ix^ — x^ — ix^) 

[Xo ~r" ^Xi ~~~ Xt ■—" ^Xoj \Xo "i IXt "~~ X^ ^Xa) \Xa "i ^'Xq — Xq — ^X-t) 
v 3 "i '^Xj^ Xa ^*^l/ \*'^4 "T" ^»^3 "~~ *^i ^•^2y 

= [(x^ + ix^ — Xq — ix^ (x^ + ixi — Xq — ix^) {Xj^ + ioc^ — x^ — ix^) 
j /jj j„ 4 /p — X ix W * 

" ■" 3/2 Xq X^ ~f" 3/^^ i«/g X^ ~f~ 5/2 i^4 5/g "T~ •c/j^ ä!?^ ivg ~f~ X^ 3/ ^ X2 ~p äl^g X2 X-^ 

= (^1 + ^2) ^H^^A + (^1 + ^2) V^3* + (^3 + ^4) ^1^^2^ + (^3 + -^4) ^i^^l 
= (^1 + -^2) (^8 + ^4) • i^l^^i^ + V^4^- 

Keine der beiden Methoden liefert unmittelbar einfache Resultate; abe 
von O können wir sofort zu 

K^i - ^3)' + (^2 - ^4)'] [(^1 - ^4)' + (^2 - ^s)'] 

übergehen; von W zu den beiden Funktionen 

(^1 + ^2) (^3 + ^4) ^^^ ^1 ^'2 + ^3 ^4 5 

von denen die letztere uns bereits bekannt ist. Aus der Form von \ 
ist ersichtlich, dass bei veränderten Exponenten andere und ander 
Funktionen zum Vorschein kommen. So gehören alle 

(a?i« + x^^) {Xq^ + a;^«) , . x^^x^'' + rcg«^/ 

zu (t, und man erkennt aus den beiden Methoden allgemein, dass z 

- jeder Gruppe unendlich viele Funktionen gehören. Zu bemerken is 

aber, dass man nicht alle Funktionen auf diese Art erhält. So gehoi 

Xi X2 -p Xq x^ yx^ Xq -p X2 X^J 
zur Gruppe . 
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G=:[l, ix^X^)(x^X^^ (^1^8)(^2^4)) (^1^4)(^2^3)]j 

ne durch obige Methoden ableitbar zu sein. 

§ 32. Wir nehmen jetzt die Elemente a;^, x^^ ... Xn als nicht 
Q einander unabhängig an. 

Lehrsatz V. Auch wenn beliebige Beziehungen zwischen 
n X bestehen, wobei nur die Gleichheit zweier oder meh- 
rer Elemente ausgeschlossen ist, kann man n!-wertige li- 
are Funktionen derselben aufstellen.* 

Wir gehen mit den Bezeichnungen der ersten Hälfte des vorigen 
ragraphen von der dort aufgestellten linearen Funktion 

d dem Produkte der DiflPerenzen von q^^, g?,^, g?,,, ... g?«^, nämlich von 

n((p„—q)t) 

3, wo das Produkt über alle \ ~n Kombinationen der Werte 

I q) erstreckt ist. Man erhält ausgeschrieben 

n {q>a — fpt)^n [«1 {Xa^ — Xt) + «2 (^^, — Xr^ + ... + an {x„^ — X^^] 

i kann aus dem Produkte rechts diejenigen Faktoren aussondern, 
denen der Koefficient von a^ von selbst verschwindet; wir setzen 

er sind die g?' von a^ unabhängig, und der Strich am zweiten Pro- 
ktzeichen bedeutet, dass die Faktorenbildung sich nur über gewisse 
•mbinationen g?« — (pt zu erstrecken habe. Wäre nun die linke Seite 
' jede Wahl der a gleich Null, so müsste es auch die rechte Seite 
n. Nimmt man aber «g, «3, ... a„ beliebig und «^ so an, dass für 
B Faktoren des zweiten Produkts 

, «2 (^^, — ^0 + • • • + ^n{Xa^ — ^t^ 

a.=== 

so schliesst man nur eine endliche Anzahl von Werten, weniger 
w!, für «1 aus, und dann bleibt unter dieser Beschränkung das 

jite Produkt sicher von Null verschieden. Folglich muss für jede 

ihl von «2, «3, ... «„ 

II sein. Man kann hier mit «2 genau so verfahren, wie oben mit 
und kommt schliesslich zu einem Produkte, welches nur Faktoren 

Xa^ — Xt^ enthält. Einer von diesen muss identisch Null sein; also 
d in der zugehörigen Differenz 90 — 9r der Faktor jedes «a Null 

♦ Vergl. G. Cantor: Clebsch Anm. V, 138. 


./ 


32 Erster Abschnitt. Theorie der Substitutionen und der ganzen Funktionen. 

werden; die Substitutionen 6 und t sind also entweder identisch ofj 
sie setzen zwar Elemente um, aber dieselben sind einander gleii 
Beides ist ausgeschlossen. Mit einer Verallgemeinerung dieses Satz 
werden wir uns später zu beschäftigen haben. 

§ 33. Durch die Lehrsätze III) und IV) ist eine Klassifikation ii 
ganzen Punktionen von n Veränderlichen begründet. Jede Funktic 
gehört einer Gruppe von Substitutionen zu, jeder Gruppe entspricUI 
eine unendliche Anzahl von Funktionen. Diese Zugehörigkeit ist nicht 
das einzige Band, welches die Funktionen verbindet, die sämtlidi 
für dieselben Substitutionen ungeändert bleiben: wir werden auch eine 
entsprechende charakteristische, algebraische Beziehung finden, die näm- 
lich, dass jede Funktion, welche zu einer Gruppe G gehört, sich durch 
jede andere zu derselben Gruppe gehörige rational ausdrücken lässi 

Es würde daher eine fundamentale Aufgabe der Algebra sein, alle 
für n Elemente existierenden Gruppen aufzustellen. In solcher Allge- 
meinheit bietet aber die Lösung unüberwundene Schwierigkeiten. Über 
die Existenz von Funktionen, welche eine gegebene Anzahl von Werten 
besitzen, wird in einem der nächsten Kapitel gesprochen werden; es 
wird sich zeigen, dass sjbarke Einschränkungen in der Bildungsmög- 
lichkeit von Gruppen zu konstatieren sind. So giebt es z. B. bei 
Elementen keine Funktion, welche 3, 4, 5, 6 Werte besitzt; und wir 
werden den Satz ableiten, dass eine Funktion von n Elementen, welche 
mehr als zweiwertig ist, mindestens n Werte besitzen wird, weim 
n>4 ist, u. s. f. 

Hier wollen wir uns nur mit der Konstruktion und den Eigen- 
schaften der einfachsten und für unsere Zwecke wichtigsten Gruppe 
beschäftigen.* 

§ 34. Bekannt ist uiis vor allem die Gruppe der Ordnung nl; 
sie gehört den symmetrischen Funktionen zu; sie umfasst alle Substi- 
tutionen. 

Wir haben im ersten Kapitel gesehen, dass jede Substitution aus 
Transpositionen zusammensetzbar ist. Enthält also eine Gruppe alk 
Transpositionen, so enthält sie alle überhaupt möglichen Substitutionea 
Damit dies letztere stattfinde, reicht es aber auch schon aus, dass sie 
alle die Transpositiorien in sich schliesse, welche ein bestimmtes Ele- 
ment, z. B. Xj^ enthalten, also 

* Vgl. Serret: Cours d^alg^bre supärieure II, § 416—429. Cauchy a.^iLÖ- 
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mn jede andere Trausposition ist durch diese n — 1 darstellbar^ da 
eine jede {x^x^ aus drei anderen der obigen Reihe zusammensetz- 
p ist * 

{Xa X^i) = (a?! Xa) (Xj^ Xß) {x^ Xc) , 

obei man wieder erkennt, dass die Faktorenfolge keine willkürliche 
). Nennen wir die betrachtete Gruppe die symmetrische, so kön- 
Q wir sagen: 

Iiohrsatz VI. Eine Gruppe von n Elementen x^^ a^g, ... rr«, 
a;„, welche die n—\ Transpositionen 

\XaXi)^ (XaX^)^ ... (XaXa — i)^ (XaXa'-\-l)y ••• {Xa^nJ 

thält, ist mit der symmetrischen Gruppe der n Elemente 
entisch. 

Zusatz. Eine Gruppe, welche die Transpositionen 

[XaXßj^ \Xa^y)^ ••• \XaX9-) 

thält, umfasst alle Substitutionen der symmetrischen aus 
n Elementen a?«, x^^ Xy^ ... x^^ gebildeten Gruppe. 

§ 35. Wir kennen ferner eine Gruppe, welche aus allen Sub- 
tutionen besteht, die sich durch eine gerade Anzahl von Trans- 
sitionen zusammensetzen lassen. Denn alle diese und nur sie lassen 
le zweiwertige Funktion ungeändert, und daher bildet ihr Komplex 
le Gruppe. Sie mag die alternierende heissen. Wir suchen ihre 
eh unbekannte Ordnung r zu bestimmen. Es seien 

e Substitutionen der alternierenden Gruppe, 

IJ j S 2, §2) ^3) • • • ^ t 

e Substitutionen, die nicht zu I) gehören, die also aus einer ungeraden 
izahl von Transpositionen zusammengesetzt sind. Wir nehmen nun 
;end eine Transpositiou <y, z. B. <? = (^1^2) "^^ bilden die beiden Reihen 

I') 5i<?, SgCy, S^O, ... SrO 

ir) s'i(?, s\a^ s'jj(r, ... s',<y, 

nn ist jede Substitution von V) aus einer ungeraden, jede von 11') 

s einer geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt. Folg- 

h gehört jede Substitution aus I') zu II), jede aus 11') zu I). Ferner 

Sa(i \^ Sp6 und .s'a<y I s'^(?; denn aus der Gleichheit würde folgen 

Sa=Sa {a.a)== (SaO) =- (Sß O) Ö -= S^f (ö . ö) =^- S^ 

• 

•* 0.0^- (X^X^) {XiX.2) = 1 

Netto, Subatitutionentheorie. 3 
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ist. Es muss also r<it und t^r also r^t sein. I) und II) enthall 
femer sämtliche möglichen Substitutionen: folglich ist /-f ^ = w! ui 

r= J n!. 

Es möge hier bemerkt werden, dass es ausser der altemierend( 
keine zweite Gruppe F der Ordnung -|n! giebt. Die zu F gehörij 
Funktion q)^ bliebe nämlich nur für l n\ Substitutionen ungeäudertj 
sie besässe daher noch andere Werte. Wäre cp^ ein zweiter ihrer Werte,! 
eine Substitution, welche (p^ in (p^^ffa überführt und würde tp^ für 

in) r^\\,s\,H\,...s\„:\ 

ungeändert bleiben, dann müsste (p^ in q)^ übergeführt werden durdi 
alle Substitutionen 

denn s';. lässt (pi ungeändert und ö führt es in (p., über, also wird s'^ö 
ebenfalls ^^ in ^g verwandeln. Alle Substitutionen s'a<s der Reihe IV) 
sind von einander verschieden; denn aus s'a'0 = s'(iö würde Sa = Sff fol- 
gen; sie sind auch von den s'y verschieden, denn diese haben auf (p^ 
eine andere Wirkung als jene. Folglich erschöpfen 111) und IV) alle 
Substitutionen, und (p^ ist zweiwertig; denn es ist keine Substitution 
vorhanden, welche (p^ in einen dritten Wert überführen könnte. Di« 
zugehörige Gruppe ist also die alternierende. 

Lehrsatz VII. Es giebt bei n Elementen nur eine Gruppe 
der Ordnung l^nl Diese ist die alternierende; sie gehört zu 
den zweiwertigen Funktionen. 

Wir können den hier ausgesprochenen Satz erweitern. Da i& 
Beweis dem vorstehenden durchaus parallel läuft, so können wir ilm 
wohl übergehen. Der Satz lautet: 

Lehrsatz Vm. Entweder gehören alle Substitutionen je- 
der beliebigen Gruppe zur alternierenden, oder genau iii 
Hälfte von allen. 

Zusatz. DiejenigenSubstitutionen einer beliebigenGruppe, 
welche zur alternierenden Gruppe gehören, bilden eine in'je- 
ner enthaltene Gruppe, deren Ordnung entweder gleich de^f 
der ursprünglichen oder gleich der Hälfte derselben ist. 

Die einfachsten, der alternierenden Gruppe angehörigen Substitej 
tionen enthalten drei Elemente. Sie werden aus zwei Transpositioi 
gebildet {xaXy){XyX^=^{XaX.^Xy), 

Wir bezeichnen {x^x^x^...Xy) als Cirkularsubstitutionen 
Ordnung. Dann folgt: ^ 
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Iiehrsatz IX. Enthält eine Gruppe'von n Elementen die 
-2 Cirkularsubstitutionen 

(X^ X2 X^j j (Xi X2 X^j j • • • [X^ X2 Xn) j 

ist es die alternierende oder die symmetrische Gruppe. 
Da man hat 

[XaX^Xy) = \X^ X2 Xa) [Xi X2 Xy) (X^^ X2 X^) \(l\ X2 Xa) {X-j^ X2 Xa) (X^ X2 Xy) 
[X^ X2 Xa) \X^ X2 Xy) [X^ X2 Xy) y 

folgt aus unserer Annahme, dass jede Cirkularsubstitution dritter 
Inung in der Gruppe vorkommt. Da femer 

Cj X2 Xq) [X^ X^ X^) = (0['i X2) \^Xq X^) , (X^ X^ X2) (Xi X^ X2) *= \X^ X^) (X2 X^) ; . . . 

, so folgt aus dem Zwischenresultate, dass alle Substitutionen vor- 
iden sind, die aus zwei, und folglich alle, die aus vier, sechs und 
er geraden Anzahl von Transpositionen gebildet sind. Damit ist 
' Satz bewiesen. 

Es sei noch folgender Satz erwähnt, dessen Beweis keine Schwie- 
keiten machen wird und also übergangen werden kann: 

Lehrsatz X. Enthält eine Gruppe alle Cirkularsubstitu- 
nen m*" Ordnung, wobei m eine ungerade Zahl bedeutet, 
enthält sie die alternierende Gruppe. 

Endlich ist hier der Platz, ein Kennzeichen anzugeben, welches 
Entscheidung darüber liefert, ob eine gegebene Substitution, in 

klen ausgedrückt, der alternierenden Gruppe angehört oder nicht. 

r Beweis wird auch hier nicht von nöten sein: 

Lehrsatz XI. Enthält eine Substitution m Elemente in k 
klen, so gehört sie zur alternierenden Gruppe oder nicht, 
nachdem m — h gerade oder ungerade ist. 

§ 36. Schon eine einzige Substitution giebt Veranlassung zur Bil- 
ig einer Gruppe, indem man sie mit sich selbst multipliziert, oder 
e Potenzen bildet. Der Begriff der Potenz ist nach den Aus- 
Illingen von § 27 völlig bestimmt. Es ist 

5 Ausführung des Potenzierens ergiebt sich gleichfalls aus dem Frü- 
hen. Will man von einem Cyklus, und in gleicher Weise von einer 
bstitution, die zweite, dritte, vierte, . . . o}^ Potenz nehmen, so schreibt 
n, um die neue Substitution zu bilden, hinter jedes vorhandene Ele- 
nt das zweit-, dritt-, viert-, ... a^^ darauf folgende des betrachteten 
klus. So erhält man aus {x^x^x^x^Xr^ . , ^ respektive {x^x^Xr^,.^ bei 
' zweiten, {x^^x^x^..^ bei der dritten, {x^Xr^x^..^ bei der vierten 
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Potenz u. 8. w. Dass bei diesem Vorgehen ein Cyklus in meh 
zerfallen kann, ist ersichtlich; es wird dies stets dann und nur ( 
geschehen, wenn die Anzahl der Elemente des Cyklus einen gen 
samen Teiler > 1 mit dem Exponenten der Potenz besitzt; die uüub 
der zerfallenden Cyklen ist gleich dem Teiler. So wird 

(^1 ^2 ^8 *^4: *^6 ^6/ ^^ \P^1 ^8 %/ \*^2 *^4 ^6/ 
(X^ a?2 ^8 ^4 ^6 ^6/ ^^ V^l ^4) (^2 ^6/ C^8 ^6/ 

(Xi X2 x^ a?4 a?5 Xq) = (Xi a?5 ajj) (a?2 x^ x^ 

[XxX^X^X^Xf^X^) = (^i^6iZ^5^4^3^2/* 

Ist m die Anzahl der Elemente des Cyklus, so wird s< 
w**, 2tw*®, 3w*®, ... Potenz, aber keine andere gleich 1; 

[X^Xt^X^Xj^X^X^) ^^ [XiX^X^X^X^Xq) = ... =1. 

Enthält eine Substitution mehrere Cyklen mit bez. m^, m^^ m^ 
Elementen, so ist die niedrigste Potenz derselben, welche glei 
wird, diejenige, deren Exponent r das kleinste gemeinsame Viel! 
von mj, ^2, Wg, ... ist; 

{Sx^x^x^) (x^x^ (^6^7)] "^ -*■• 

Dieser selbe Exponent r ist zugleich die Ordnungszahl für die 
der Substitution durch Potenzierung gebildete Gruppe. Denn be: 
net man 2 3 ^—1 r__ 1 

SO wiederholen sich bei weiterer Fortsetzung die Glieder in ders( 
Reihenfolge 

und die niedergeschriebenen Potenzen von s^ bis s^ sind von eina 
verschieden, da aus 

folgen würde, was gegen die Voraussetzungen verstösst: 

Jetzt ergiebt sich auch die Definition von Potenzen mit nega 
Exponenten. Wir setzen 

— y. qT — y. rßr — y 

o o — ö — * * * ) 

SO dass man erhält 

es hebt daher s^ die Wirkung von s'^^- auf. Die negativen Pote 
werden wie die positiven gebildet, nur dass man je nach dem E 
nenten —1, —2, —3, ... jedesmal ein, zwei, drei Glieder rückn 

\ 
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dns geht. Das letzte Glied des Cyklus gilt dabei als das dem 

vorhergehende. 

3 mag bemerkt werden, dass {st)^^ = t~~^s~^ ist; denn es wird 

(5^) = 1 , und daraus folgt durch rechtsseitige Multiplikation zuerst 

^, dann mit s~^ die aufgestellte Gleichung. 

ie einfachste zu dem Cyklus s = (X1X2 . . - Xn) und seinen Potenzen 

je Funktion ist 

37. Sind zwei Substitutionen Sa-, s^ gegeben, und soll man die 
j niedrigster Ordnung finden, welche Sa, s^ enthält, so hat man 
lur die Potenzen s«^, s^' zu bilden und unter einander zu mul- 
ren, sondern man muss alle Komplexe 

len. Von den gefundenen Substitutionen behält man die von ein- 
erschiedenen zurück und fährt hiermit so lange fort, bis alle bei 
*roduktbildung von n Faktoren der Form sj-^ s^" entstehenden 
utionen schon unter den früheren enthalten sind. Dann sind 
1 die von m + 1 Faktoren auf solche von höchstens m Faktoren 
rbar und also auch schon unter den früheren enthalten. Die 
I ist demnach abgeschlossen. 

ills man s^Sa^SaS^' hat, ist die Gruppe durch alle Sub- 
onen der Form Sa^s^' erschöpft. Denn es wird 

Sß^ Sa = Sß . SaS^' =SaSß^^y 
Sß^Sa ==Sß.SaSß^^'=$aSß^f'^ ... 


Sß'^Sa - 

■SaSß'^f', 


Sß^'sJ^ 

SaSß^^Sa-= 

- Sa^Sß^^\ 

Sß'^s/ — 

sJSß'^^'Sa '■ 

= Sa^Sß'^^\ ... 

5,^^ 5«* = 

Sa^Sß'^'''\ 



dessen kann jedes Produkt aus drei Faktoren auf ein solches von 
eien reduziert werden: 

Sa^'Sß'Sa'-=Sa^-^'Sßf'^% 

ist der Lehrsatz bewiesen, 
sei z. B. 

Sj *= (X^ X2 ^3 X^ X^j , ^2 = (X2 ^3 X^ X^J , 

l 

S^S^ =■ [Xj^X^X^X^) = Sj* Sg. 
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Es giebt also in der Gruppe geringster Ordnung, welche s^ ur 
enthält, höchstens 5.4 = 20 Substitutionen. Um zu erkennen, c 
weniger giebt, nehmen wir an, es wäre 

Si §2 ^^ ^1^2 J 

dann würde hieraus folgen 

Es giebt aber in der Reihe der Potenzen von s^ nur eine, w 

einer Potenz von s^ gleich ist; dies ist die nullte. Also wird o 

Ä = )S sein müssen. Unsere Gruppe enthält wirklich 20 Substituti 

Diese sind, wenn wir der Einfachheit halber nur die Indices aufschre 

s/ = 1 , 5g = (2354) , s^^ = (25) (34) , s^^ == (245, 

5i^ = (12345), s^s^ = (1325), s^s^^ = (15) (24), s, s^^ = (143. 

51^ = (13524), Si^s^ = (1534), s,^s^^='(U)(23), s^^s^^^^ (120^ 

51» = (14253), 513^2 = (1243), 5iV = (13) (45), s,h^' = {l52: 

5,* ==(15432), 5i*S2 = (1452), 5^^522 = (12) (35), s,^s^' = llM 

Ganz ähnlich gestaltet es sich z. B. auch für 

^1 "^ (^1 ^2 ^8 *^4 ^6 '^G'^l/J ^2 '^ \P^2 '^4: *^8 "^7 *^5 "^fi / • 

Im Falle, dass jedes Sß^'Sa (|it= 1, 2, 3...) auf die J 
Sa^Sff^ gebracht werden kann, ist die Gruppe geringster < 
nung, welche s«, S/^ enthält, durch die Substitutionen 
Form Sa^Sß^ erschöpft. Denn wir können ähnlich wie oben 
Substitution Sß^Sa' auf die Form bringen Sa^Sf/-^ dadurch ist dei 
wünschte Beweis dann auf den obigen zurückgeführt. 

Wenn femer s^^ die Potenz mit niedrigstem Exponenten aui 
Reihe s^, s^^, ... ist, welche unter den Potenzen von s« vorkomm 
enthält die Gruppe q mal so viele Substitutionen, als die Ordnu 
von Sa beträgt. Denn zuerst kann man, wenn in SaS^^- der Exp( 
X grösser ist als g— 1, s^^ durch ein Sc^*Sß'' ersetzen, wo v<q — 
Es giebt also höchstens q.h verschiedene Substitutionen Sa'^'Sß^: ^ 
femer ^ . /, ^ ^\ 

Sa^'Sß^ = So^" y (A , 1/ ^ ^ — 1) 

wäre, dann würde, wenn wir k>v annehmen, 

V~'' = s<^""'' (A-v<g— 1) 
sein, also A = i/, ^ = x sein müssen. Es giebt also wirklich q.k 
schiedene Substitutionen. Man sieht leicht ein, dass q ein Teilei 
Ordnung r von 5^ ist; denn man hat 5/ = 1=5«^. 

Sind drei Substitutionen 5«, Syj, Sy so beschaffen, 
für jedes ^ 
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wirdy ist dann Je die Ordnung von s„^ ferner s^? die niedrigste 
Potenz von s^, welche =5«, endlich sJ die niedrigste Potenz 
ron 5j,, welche =Sa^s^s' wird, so hat die Gruppe niedrigster 
Ordnung, welche 6«, s^, Sy enthält, die Ordnung hqt und ihre 
Substitutionen sind durch die Werte von 

5a^VV (^ = 0, 1,...Ä;- 1-, |ii = 0, l,...g- 1; g = 0, 1,...^- 1) 

tusgedrückt. Der Beweis hiervon ist einfach und schliesst sich dem 
►bigen so genau an, dass wir ihn übergehen können. 

§ 38. In die Kategorie dieser Sätze gehört auch der folgende: 
Sind r^_ri i 

il = [1, frgj ^37 • •• vj 

\we\ Gruppen von Substitutionen, zwischen denen die Be- 
siehung besteht 

N\Q man ä, ß auch wählen möge, haben 6r, H überdies aus- 
ser der Einheit keine Substitution gemeinsam haben, so bil- 
ien alle 

Satfi oder alle tßSa (a= 1, 2,...r-, /3 = 1,2,.../) 

eine Gruppe der Ordnung r./j welche G und H als „Unter- 
gruppen" enthält. 

Sa tfi . Sy U = Sa (tßSy) U = SaS,, t^k = 5^ t,. 

ist, so bilden die Satfi eine Gruppe von höchstens r./ Substitutionen. 
Wir zeigen ferner, dass alle diese von einander verschieden sind. 

o folgte daraus ^ _ig^_^^^^_i^ 

idem man beide Seiten der darüberstehenden Gleichung links mit 
-^^ und rechts mit t^i—^ multipliziert. Nun ist Sy^^Sa eine Substitu- 
•on von (t; diese wäre gleich einer Substitution ^(j^^~^ von fl"; also 
ioid beide Produkte = 1 : 

Sy~^Stt= 1, tdtß~^== 1, 

Sa = Sy^ t'S^tß. 

daraus folgt, dass die Ordnung der neuen Gruppe =r,/ ist. Wir 
^zeichnen sie durch das Symbol 

K=[G,H}. 

§ 39. Für die späteren Entwickelungen ist mehrfach eine Gruppe 
otwendig, deren Ordnung die Potenz einer Primzahl p wird. Ihre 
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Existenz und ihre Natur wird durch den Beweis des folgenden Sai 
erkannt: 

Lehrsatz XII. Bezeichnet p^ die höchste das Produ 
w! = 1.2.3...n teilende Potenz der Primzahl p^ so giebt 
eine Gruppe des Grades n und der Ordnung pA 

Zuerst sei w<2>^, also w = ap + 6 (a,6<^); dann sind von den 
Zahlen 1, 2, 3,...n nur die Zahlen p^ 2p, tSp, ...ap jede durch die 
erste Potenz von p teilbar, also ist f=a. Wir heben aus den n Ele- 
menten a Systeme von je p Elementen heraus und bilden aus jedem 
System einen Cyklus, nämlich 

S ~— I /*• l/y»l/*»l /y.J\, rt //y« 2/« 2 /^ 2 \ • e t /y» d /y d /y a\ 

I — v*^l *^i *^3 • • • *^p j ^ •'q —"" vi 2 • • • *^p y 1 • • • o^ — V W1 •*'9 • • • t*/« J 

(wobei die oberen Indices natürlich keine Potenzbezeichnungen sind), 
und die Gruppe, welche aus diesen gebildet ist, nämlich 

wird die verlangte sein. Denn jedes Si bildet* durch seine Potenzen 
eine Untergruppe der Ordnung p. Da keine dieser a Untergruppen 
mit der anderen ein Element gemeinsam hat, so ist nach Lehrsatz II) 

und so kann jede mögliche zu G gehörige Kombination von Substi- 
tutionen 5i«, $2^^ . . . auf die Form 

s^'^s/s^y . . . V (a, /3, y, . . . 1/ = 0, 1, 2, ... p — 1) 

gebracht werden, (tj hat also höchstens p^ Substitutionen. Es hat 
aber auch wirklich so viele, da alle jene p^ von einander verschieden 
sind. Denn aus 

li (X Q ß Q Y <?'■'' o <*'<? ß'c y' c *'' 

^1 "^2 3 •••*'« — ^'l **2 '^S • • • «'a 

würde folgen 

Sj-«'. 5i« = Sj«-« = s/s/. . . s/Sa-^Su-i-^ . . . S3-V52" ^ = s/->%y'~y . . ., 

also, da 5^ mit s^^ «3, ... keine Elemente gemein hat, a = a! u. s. w. 

Wird aber n=j9^, so erhält man /"^jp+l, da die in der Folge 
1, 2, 3, ,.,p^ die durchs teilbaren Zahlen j», 2p, 3p, ... {p— l)p, pf 
sind. Wir bilden jetzt wie oben 

* Die geschweifte Klammer soll sich bei der Gruppenbezeichnung dadurch 
von der eckigen unterscheiden, dass die angedeutete Gruppe die niedrigste ist, 
welche die in die geschweifte Klammer aufgenommenen Substitutionen enthält 
Die geschweift» Klammer braucht also nicht alle r Substitutionen der Gruppe ein- 
zuschliessen, was bei der eckigen Klammer stets der Fall ist, sondern nur kon- 
stituierende Substitutionen. Letztere können auf vielerlei Arten gewählt wer- 
den. Vergl. auch die Bezeichnung am Schlüsse des vorigen Paragraphen. ' 

\ 
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^1 ? ^2 ? ^3 ? • • • ^Pl 


ler aber noch die Substitution So+i, welche alle p^ Elemente ent- 

^' Op-L. J^ ' \JX/^ OO-t X-t • • • X-t*^ Xa Xa • • • X^ Xn • . . X&^ • • • Xp* J, 

' Dann wird a —{^ ^ « <? . l 

die verlangte Gruppe sein. Denn zuerst sieht man, dass 

^1 ^l'+l ^^^P-\-^ ^2? ' » ' Sa 5^>-f-i =Sp_|_i 5«_|_ij , , . Sp Sji^i ==5p-|_l 5jj 

^1 ^J'+l =^^j5-|-l ^2 7 • • • ^a ^i^ + 1 ""^^jo-f-l 5of^l , , , , Sp Sp^i =5p-|-i Sj^ , 

^1 Sp^i ==5j,-|_i 5g , . . . Sflt Sp^i =5p_j_i 5flf^2 5 '•» Sp Sp^i = Sp^i Sg j 

Si^Sp^./ = 5^4.1« 8^,4.1^, ... Sa^p + i^'^Sp^i^S^^a^ ... V^Jo + / = 5j„ + / V 

wird. Demnach kann man alle aus den s^, Sg, ... 5^+1 gebildeten 
Substitutionen ganz so, wie es bereits in § 37 geschah, auf die Form 

«i" W • • • s/Sp^i*" (a, )S, y, . . . X = 0, 1 , 2, . . .p — 1) 

bringen; hier muss aber gezeigt werden, dass Sp^i auch nur bis zur 
Potenz x=p—l genommen zu werden braucht. Es ist 

dm J- 1 "~~" 1*^1 Xq Xo ... Xp j \X\ Xa ... Xp y • • • \Xt X^ • • • Xjj J O-i öa • . . ^«5 

^jt> + 1 — »1 ^2 • • • '^i> ? 

folglich kann, wenn x>p wäre, die höchste in Sp^/- enthaltene Potenz 
Yon Sp+i^ herausgenommen, nach der letzten Formel durch Potenzen 
von s^, «2) •••^i» ersetzt, und diese können an den gebührenden Stellen 
untergebracht werden. 

Es fragt sich endlich nur noch, ob die entstehenden ^+^=p^ 

Substitutionen alle von einander verschieden sind. Wären zwei ein- 
ander gleich 

1 SO würde folgen 

Hier ruft die rechte Seite keine Änderung der oberen Indices bei den 
xf hervor; die linke thut es, wenn nicht e = e^ ist; somit u. s. w. 

Ist n >i)^, aber n < p^, also n = ap^ -\-ip-\-c (a, h^c<Cp)^ so wählt 
man aus den n Elementen xf beliebige a Systeme von je p^ Elemen- 
ten und b beliebige andere von je p Elementen, bildet aus den ersteren 
« Gruppen 6r2, aus den letzteren b Gruppen G^ Die Vereinigung 
dieser a + b Gruppen Mefert die Gruppe G^^ welche den Forderungen 
entspricht. Denn das Produkt der Zahlen 

(a-%2+1, (a-]>H2,...(a-l)i)Hi>, ...(«-!)/+/ {a<p) 

ist eben nur durch dieselbe Potenz von p teilbar, wie dasjenige von 

X, 2, . . . p, . . . J5 , 
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Ist dagegen n=p^, so kommt für Jw 

- l)y +l,(p- 1)/ + 2, ... 0» - OiJ^* +i), (p - l)p* +1)« =p<J 

wegen des letzten Gliedes eine neue Einheit zum Exponenten hinzl^ 
so dass in diesem Falle die Multiplikation der /) Teilgruppen G^ nicht 
genügt. Hier nimmt man dann, genau wie bei n=p^, noch eine Sub- 
stitution 5 hinzu, welche in einem einzigen Cyklus alle 7).^^ Elemente 
vereinigt und deren p*® Potenz in die p Substitutionen zerfällt, welche 
dem 5p+i entsprechen; dann kann man ebenso wie in jenem Falle 
zeigen, dass die neue Gruppe G^ allen Forderungen genügt. Zugleich 
wird ersichtlich, dass die angewendeten Schlüsse und Sätze allgemein 
giltig sind, und damit ist das aufgestellte Theorem bewiesen. 

§ 40. Da alle Gruppen (tj, Crg, ög, ... in die Bildung jeder hö- 
heren Gruppe G eingehen, so erkennen wir: 

Zusatz. Ist p-^ die höchste Potenz der Primzahl jp, welche 
n\ teilt, so kann man eine Reihe von Gruppen 

1, (tj, Gg, Gg, ... Gx^ ö^^i+ij ... Gy 

von n Elementen aufstellen, welche bez. die Ordnungen 

besitzen. Jede Gruppe G^ (^</) ist in der darauf folgenden 
6rA-fi enthalten. 


Drittes Kapitel. 

Die verschiedenen Werte einer mehrwertigen Funktion und 
ihre algebraischen Beziehungen zu einander. 

§ 41. Wir haben im vorigen Kapitel gezeigt, dass jeder Funktit 
der n Veränderlichen iCj , a;^ , ... x^ eine Substitutionengruppe zugehöi 
und dass umgekehrt jeder Gruppe unendlich viele Funktionen der Vei 
änderlichen entsprechen. Die Untersuchung des Zusammenhanges, dej 
zwischen verschiedenen zu derselben Gruppe gehörigen Funktionei 
besteht, wird später durchgeführt werden; zuerst liegt es uns ob, dei 
Zusammenhang, der zwischen den einzelnen Werten einer mehrwertige 
Funktion etwa vorhanden ist, und die algebraischen Beziehungen 
ser Werte zu einander klarzulegen. 

Wenn <p{x^^ X2j..,Xn) keine symmetrische Funktion ist, oder 
anderen Worten, wenn die Substitutionen 5i=l, ^2, §3,... 5,. der 6ru[ 
6r, die zu 9 gehört, nicht alle möglichen nl Substitutionen erschö] 

I 
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^r<w!), so nimmt q) unter der Wirkung irgend einer der übrigen Sub- 
stitutionen 02 einen neuen Wert q).^ = q)„^ an. 

Wir bilden jetzt eine Tabelle, deren erste Zeile aus den sämt- 
ichen Substitutionen der Gruppe G bestehen möge: 

)ie zweite Zeile werde aus dieser durch rechtsseitige Multiplikation 
Jler Substitutionen Sp^ mit 62 erhalten. Es entsteht 

)ann folgt [vergL zweites Kapitel § 35] 1) dass alle Substitutionen 
lieser Zeile q)^ in ^g überführen; denn es ist 9?» „«^ = ^cr^ , da (Ps^ = (Pi 
st; 2) dass nur die Substitutionen dieser Zeile q)^ in 9?2 umwandeln; 
lenn ist t eine Substitution, welche dies vollbringt, so wird 

Verden, also lässt rc^g"^ die Funktion q)^ ungeändert; daher ist rc^g"^ 
= Si und T==(r^2~0^2'=='^>i^2j ^^^ zu beweisen war; 3) dass alle Sub- 
ititutionen dieser Zeile von einander verschieden sind; denn aus Sa02 
=^Sß02 würde folgen «« = 5^; 4) dass alle. Substitutionen dieser Zeile 
ron denen der ersten verschieden sind; denn aus Sa02^^ß würde fol- 
gen C2=^Sa^^Ss = Sy. 

Erschöpfen die 2r Substitutionen Sa und s„(?2 der beiden Zeilen 
lOchTocht alle möglichen n\ Substitutionen 0*<-|>*05 ^^ giebt es 
dne neue Substitution (>3, welche dann auch einen neuen Wert von 
p, J5Po3=9?3 hervorruft, weil alle Substitutionen, die ^^ oder q)2 her- 
rori,-ufen, bereits in den ersten beiden Zeilen stehen. Die hierdurch 
9ed>ngte dritte Zeile unserer Tabelle 

1 <^3J ^2<^3, «3<^35 ••• «r(?8; ^'^35 9^3 

bat) wieder die soeben erwähnten vier Eigenschaften: sie enthält nur 
solche und auch alle diejenigen Substitutionen, welche 9 in q)^ um- 
ändern; sie enthält nur unter sich und gegen die der früheren Zeilen 
verschiedene Substitutionen. Sollten durch diese 3r Substitutionen noch 
nicht- alle möglichen n! erschöpft sein, so fährt man in gleicher Weise 
(ort, bis alle n\ Substitutionen in den Zeilen von je r Substitutionen 
lutergebracht sind. 

Solchen Tabellenbildungen werden wir häufiger begegnen; es wer- 
ten dabei stets die Eigenschaften auftreten: 1) alle Substitutionen 
iner Zeile besitzen eine besondere Eigentümlichkeit; 2) nur die Substitu- 
ionen dieser Zeile besitzen diese Eigentümlichkeit; 3) sie sind sämt- 
ich von einander verschieden; und mitunter tritt auch die vierte Eigen- 
cliaft auf: 4) sie sind von denen der übrigen Zeilen verschieden. 


:- -l 
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Aus unseren Entwickelungen können wir nun die Schlüsse ziehen: 
Lehrsatz I. Hat die mehrwertige Funktion q) (x^^ x^^ ... x^ 
im Ganzen q Werte 9?i, g?j,7 9^8? ••• 9^(>; und wird (p in diese ein- 
zelnen Werte durch die Anwendung gewisser Substitutionen 
z. B. 1, <>2/^3? ••• ^(' übergeführt; ist ferner 6r, die Gruppe von 
9? = 9i, von der Ordnung r, und enthält G die Substitutionen 
5i — 1, ^2, s^^ ... 5r, so kann man folgende Tabelle entwerfen: 

9^2 5 ^2 J ^2 2? ^3 ^2 7 • • • ^'' 2 J ^1 * ^2 

9^35 ^3) ^2^3 7 ^3 37 ••• ^''"3 7 ^1 • "3 


^Q") Q7 ^2 IM ^3 ('7 ••• ^r^(j*^ ^l*^Ql 

in der jede Substitutionenzeile alle diejenigen und nur die 
Substitutionen enthält, welche q) in den der Zeile vorange- 
schriebenen Wert von q)^ umwandeln. 

§ 42. Aus dem Umstände, dass alle Substitutionen dieser Ta- 
belle von einander verschieden sind, und dass die q Reihen der Tabelle 
alle Substitutionen erschöpfen, ergeben sich folgende Sätze: 

Lehrsatz II. Die Ordnung r einer Gruppe G von n !ple- 
menten ist ein Teiler von n\ 

Lehrsatz III. Die Anzahl q der Werte einer ganzen Fulpk- 
tion von n Elementen ist ein Teiler von w! 

Lehrsatz IV. Das Produkt aus der Anzahl q der Weifte 
einer ganzen Funktion von n Elementen in die Ordnunfg ^ 
der zugehörigen Gruppe ist gleich w! 

Durch den dritten Lehrsatz wird die Existenzmöglichkeit nn 
wertiger Funktionen eingeschränkt; so wird es unter den Funktio] 
von fünf Elementen keine sieben- und keine achtwertigen geben*, d< 
auch hierbei sind die Grenzen noch zu weit gezogen, wie die iio 
fünften Kapitel durchzuführende Untersuchung beweisen wird. 

§ 43. Die Ableitung der eben aufgestellten Sätze beruhte darauf 
dass wir alle überhaupt möglichen Substitutionen durch Systeme von 
je r derselben SxO/n (A = 1, 2, . . . r*, /w- = 1, 2, . . . p) erschöpfen konnten. 

Dieselben Schlüsse sind aber auch in dem allgemeineren Falle 
anwendbar, dass alle Substitutionen der zu q) gehörigen Gruppe G in 
der, zu einer anderen Funktion rfj gehörigen Gruppe H enthalten sind, 
dass also die Gruppe G ein Teil oder eine Untergruppe von fl'ist. 
Wir kommen von diesem allgemeinen Falle zu dem speziellen, im 
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41 soeben behandelten zurück, indem wir die umfassendere Gruppe 
S als symmetrische Gruppe annehmen und von den dort gebrauchten 
Beweisen zu den hier notwendigen, indem wir lediglich statt der Worte 
„alle möglichen Substitutionen" die Worte „alle f\ Substitutionen von 
^" einsetzen. Man erkennt dann, dass alle Substitutionen von H 
durch eine Anzahl von Zeilen mit je r Substitutionen der Form Si0u 
(A = l,2, 3, ...r) erschöpft werden, und kommt zu den Sätzen: 

Iiebrsatz V. Sind alle r Substitutionen der Gruppe G un- 
ter denen der Gruppe H von der Ordnung r^ enthalten, so ist 
r ein Teiler von r^. 

Lehrsatz VI. Sind zwei Funktionen q) und rfj derselben n 
Elemente gegeben, und behält ^ für alle Substitutionen, 
welche q) nicht ändern, gleichfalls seinen Wert bei, so ist 
die Anzahl q der Werte von q) ein Vielfaches der Anzahl q^ 
der Werte von ^. Der Fall Q = Qi ist dabei eingeschlossen. 

Denn es ist 

n! w! 

§ 44. Eine neue Erweiterung unserer Betrachtungen würde darin 
bestehen, dass die Gruppen G und H in einigen Substitutionen über- 
einstimmen. Dieser Fall kann sofort auf den des vorigen Paragraphen 
zurückgeführt werden. Wir benutzen dazu folgenden Satz: 

Lehrsatz VH. Die gemeinsamen Substitutionen zweier 
juppen bilden eine neue Gruppe, deren Ordnung dann ein 
jiler der Ordnung jeder der beiden Gruppen wird. 

Denn gehören <?, t sowohl G^ als (rg an, so wird auch ö.t so- 
U G^ als (t2 angehören und sich also auch unter den gemeinsamen 
ptitutionen« befinden. — Dasselbe lässt sich auch folgendermassen 

t 

^nen: Ist q)^ eine zu 6f^, ^jg ^^^^ zu G^ gehörige Funktion, so bleibt 

beliebigen Konstanten a, ß nur dann für eine Substitution un- 

l^ert, wenn sowohl q)^ als q)2 es bleiben, also nur für die den 

pen Gj und Gg gemeinsamen Substitutionen. Diese gehören zur 
x'uiLEtion ^ und bilden daher eine Gruppe H.^ 

Zusatz. Die Ordnung jeder Gruppe IT, welche aus allen 
oder einem Teile der zwei Gruppen G^ und G^ angehörigen 
Substitutionen besteht, ist einem Teiler von 7\ und r,^ gleich. 
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§ 46. Wir beschäftigen uns jetzt mit der Gruppe, welche zu 
einem anderen Werte, z. B. ^g ^^^ Funktion g)^ gehört. Die Gruppe 
G^Gi von 9i enthalte 

Es fragt sich, welche Substitutionen denjenigen Wert ^g ^^^^g^" 
ändert lassen, der durch die Substitution (Tg aus <p^ entsteht? Da q>i 
durch 02 i^ ^2'^^fh übergeführt wird, so wird umgekehrt 9^2 ^^rch 
0f~^ in g)^ verwandelt. Wendet man also nach einander die Substitu- 
tionen Ö2~S ^aj ^2 ^^) ^^ S^^^ ^2 durch die erste Operation in q)^ 
über, die zweite lässt q)^ ungeändert und die dritte verwandelt q)^ 
rückwärts in q)^. Es bleibt also ^g für jedes 62~^^a^2 ungeändert. 
Wir konstruieren daher die Zeile 

^2 ^1 ^2 ^^ ^ 9 ^2 ^2 ^2 9 ^2 ^3 ^2 ^ • • • ^2 ^r ^2 

und zeigen, dass diese auch alle Substitutionen der angegebenen Eigen- 
schaft enthält. Es sei r eine Substitution, welche q)^ nicht ändert, 
dann wird tö^"^ die Funktion 9^2 ^^ 9^i umwandeln; also ist 

{^2) 1 0,-1 = (q>o,)to,-l = q>a,to,-l == 9^1? 

und daher a^tö^"^ zur Gruppe 6?^ gehörig; wir dürfen es gleich s« 
setzen. Aus 

02t02~^ = Sa folgt T = Ög"^ (<^2'^<52~~^) ^2 ^ <?2~^^«^2> 

was zu beweisen war. Endlich erkennt man leicht, dass alle Substitu- 
tionen der obigen Zeile von einander verschieden sind; denn 

^2" ^ Sa ^2 "^ ^2~ ^ ^f^ ^2 ergiebt Sa = Sri. 

Aus diesen drei Eigenschaften folgt, dass die Substitutionen dieser 
Zeile diejenige Gruppe bilden, welche zu ^g gehört; sie heisse G2. 
Die Gruppeneigenschaft lässt sich auch aus der formalen Bildung ab- 
leiten, da ja 

(02- ^ Sa 02) ((52~ ^ S^i 02) = 02~ ^ Sa (c^g <?2~ ^ S^i 0^. = (Tg- ^^„5^ (Tg 

ist; bilden nun, wie vorausgesetzt wurde, die 5«, s^, ... eine Gruppe, so 
findet dasselbe mit den neuen Substitutionen statt. 

Die durchgeführten Ableitungen gelten für alle anderen Werte 
93 ; 94? ••• 9c> ^^^ Punktion q)] so gelangt man zum 

Lehrsatz Vni. Sind 9?^, 9?2) ••• 9i> ^i® 9 Werte, welche die 
ganze p-wertige Funktion q) annehmen kann, und gehören 
zu 9?i, 9?2) •••9^ <iiß Gruppen 6r, , (r^, ... G,,-^ entstehen ferner 
9i) 92? ••• 9i' ^^'^ 9 durch die Anwendung der Substitutionen 
0^=^!^ ^27 ••• ^e? so ist 
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(Tj = [5i = 1 j ^2 , Sg , ... Sri 

§ 46. Die beiden Punktionen q)^ und q).^ unterscheiden sich von 
einander nur durch die Bezeichnung der iir sie eingehenden Elemente 
Xz] wir nennen zwei Funktionen, welche in diesem Falle sind, einan- 
der ähnlich oder von gleichem Typus. Deswegen müssen auch 
die beiden Gruppen G^ und Gg gleicherweise einander ähnlich oder 
von gleichem Typus sein. Ist dies a priori klar, so kaim man 
doch auch durch die Art der Ableitung von a2~^^cc^2 ^^s Sa dieselbe 
Eigentümlichkeit beweisen, ja sogar, dass nicht nur die beiden Grup- 
pen G^ und Gl, sondern auch schon die beiden Substitutionen Sa und 
und Ö2'~^Su(f2 einander ähnlich sind. Man nennt diese Art der Ab- 
leitung Transformation; 0^~~^Si(O,^ ist die Transformierte von s^ 
durch ^2, und so auch G^ die transformierte Gruppe von G^ 
durch (Jj,; wir werden sie auch gelegentlich, wie oben geschali, durch 

G^ = <?2~ ^ ^1 ^2 

bezeichnen. Wir beweisen jetzt die Ähnlichkeit von s und (T^^sö, 
Bilden etwa x^^ x^^ ... x,t einen Cyklus von s und enthält a die Ele- 
mentfolgen x^Xi^^ oc^Xi.^ ... XaXi , dann ist nach unserer ersten Schreib- 


weise 


<! Xf^ ... dj^ » , ,/ 


Nun wird 0—^so das Element x,^ durch x^ und x., nach .^v^ führen und 
die Folge x^x.^ durch Xi^x-,,^ ersetzen; ebenso x^x^ durch ■Xi,/Xi^ u. s. f., 
und endlich XaX^ durch xv^rr,,. Der Cyklus {x^, x^ ... Xa) in s ist 
also durch den Cyklus {xi^x,-^ ... XiJ in ö—^so ersetzt worden; so geht 
jeder CyWus vpn s in einen andern von gleicher Elemeutenzahl über, 
Tmd dieser entsteht aus jenem, wenn man s gewissermassen als Funk- 
tion aufFasst und in dem Ausdrucke derselben die Substitution o 
durchfährt. 

Wir sahen, dass die Funktion von vier Elementen 

dl drei Werte habe, und dass ihre Gruppe daher von der Ordnung 

l "q ■'o sei. 

,Qr| Die Substitution <^2 = {^'>^'d)i welche nicht in G^ enthalten ist, 
•i«fcrt den Wert 
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(p2 = Xi Xv^ ~T X^X^^ 
und ^3 = (%^3) den dritten, von q)^ und <p^ verschiedenen Wert 

9^8 = ^1 ^4 + X^ Xq, 

Man erhält durch Transformation mit ^g? ^s ^^^ 

Orj = [1 , (ä/^ ajg) , {x^ xj , (a^i x^) {x^ xj , (äj^ x^ x^ x^j , (o^^ x^j (X2 x^) , 
C^i ^4) C^a ^s) ) v^i ^4^2 ^8/J 
die beiden zu 9/3 ^®2* 9^8 gehörigen Gruppen 

L 1 ) (^1 ^3) ) (^2 ^4) ) (^1 ^s) \^2 ^4) } (^1 ^2 *^3 ^4} ) V^l ^2) (^3 ^4/ ) V^l ^4) C^2 ^8/ ) 

(XiX^X^X^Jj^ 

^ <?8 = ^8""'G^1^8 = 

[1 , {X^X^)^ (^2^8)> (^1^*4) (^2^3)? (^1^3 ^4^2)) (^1^8/ (^2^4)? (^1^2) (.^3^4)? 

(^1^2^4^3)j' 

§ 47. Zusatz I. Transformiert man eine Substitutionen- 
gruppe durch eine beliebige Substitution, so bilden die trans- 
formierten Substitutionen wiederum eine Gruppe. 

Ziusatz n. Die beiden im allgemeinen von einander ver- 
schiedenen Substitutionen SaS^i und s^s« sind einander ähn- 
lich. Denn es ist 

Zusatz m. Es ist s««^««"' die Transformierte von s^ 
durch Sa~^- 

Zusatz rv. Sind 5«, 5^ zwei Substitutionen, von denen die 
erste die Ordnung r besitzt, und die zweite so beschaffen 
ist, dass ihre q^^ Potenz, aber keine frühere unter den Po- 
tenzen von Sa erscheint; ist ferner die Transformierte von 
s^s durch s« gleich einer Potenz von s^i^ so hat die niedrigste 
aus 5« und s^ gebildete Gruppe die Ordnung g.r (vergl. zweites 
Kapitel §§37 u. 38). 

Zusatz V. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 
tion eine gegebene Substitution .9 in eine ihrer Potenzen 5" 
verwandelt wird, bilden eine Gruppe. 

Zusatz VI. Alle Substitutionen, durch deren Transforma- 
tion eine gegebene Gruppe in sich selbst verwandelt wird, 
bilden eine Gruppe. 

Zusatz VII. Sind zwei Substitutionen oder zwei Gruppen 
einander ähnlich, so giebt es Substitutionen, welche die eioe 
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in die andere transformieren. Bei Substitutionen findet man die 
Transformierende sehr einfach; bei Gruppen geht man am besten auf 
zwei zugehörige,, ähnliche Funktionen über und erkennt auch dann 
leicht, wie die Transformierenden zu bilden sind. 

Zusatz vlll. Zwei Potenzen s", s/^ derselben Substitution 
sind einander dann und nur dann Uhnlich, wenn a, ß densel- 
ben grössten gemeinsamen Teiler mit der Ordnung von s 
besitzen. 

§ 48. Mit Hilfe des soeben eingeführten Begriflfes der Trans- 
formation können wir zu folgendem KoroUar der Sätze von § 43: 

Znsatz IX. Enthält eine Gruppe eine Substitution der Prim- 
zahlordnung Py so ist ihre Ordnung r ein Vielfaches von j); 
enthält eine Gruppe G eine Untergruppe von der Ordnung p", 
wo p eine Primzahl bedeutet, so ist ihre Ordnung ein Viel- 
faches von p" — 

auch die Umkehrung beweisen, welche folgendermassen lautet: 

iLehrsatz X. Ist die Ordnung r einer Gruppe G durch jp", 
die Potenz einer Primzahl j) teilbar, so enthält G Gruppen 
der Ordnung p".^ 

IEs sei q) eine zur Gruppe G gehr)rige Funktion und ^ eine zu 
der im zweiten Kapitel ^ 39 nachgewiesenen Gruppe H gehörige Funk- 
■i tion, welche dieselben n Elemente wie G besitzt und als Ordnung die 
[ grösstmögliche in w! enthaltene Potenz p^ der Primzahl j). Dann 

haben w und ib respektive - und p= -A Werte: diese seien 

r p' ' 

9^15 9i1 <P3) ••• 9^/j ••• ^n\ und 1^1, Ip.,^ 1^3, ... 1^,,, ... l^o 

mit den zugehörigen Gruppen 

IJ 2) 3? ••• ^''•j ••• ^n\ UnCl "i ) -"2 5 3) *'* /" ) *•* -^f» 

r 

Die G wie die H sind sämtlich die Transformierten eines beliebigen 
Gx respektive J/^, ; die G sind sämtlich von der Ordnung r, die H von 
der Ordnung p-^. Wir suchen unter den Gruppen J/j, i^, ... H], die- 
jenige aus, welche möglichst viele Substitutionen mit G^ gemeinsam 
hat. Es sei dies H^ Ferner nennen wir K^ die Gruppe, welche aus 
allen G^ und H^ gemeinsamen Substitutionen gebildet ist. Ihre Ord- 
nung ist nach § 44 Zusatz ein Teiler von 7/; er heisse p^^, K^ ist 

♦ Caachy a. a. 0. p. 250 beweist diesen Satz für «=1. Herr L. Sylow 
gab die Verallgemeineruiig Clebsch Ann. V, 584-594. 
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dann die Gruppe einer Funktion a(p^ + bil^^j und unsere Annahme über 
H^ fahrt zu der Einsicht, dass die Ordnung von K^ nicht kleiner ist, 
als diejenige einer der Gruppen 

welche zu den Funktionen 

gehören und respektive die Ordnungen 

besitzen mögen. 

Wir betrachten jetzt sämtliche Werte von «9? + 1^, nämlich 

ihre Anzahl ist ' - —A wir gehen von ag)i + &^i aus und transfor- 
mieren diesen Wert durch alle n\ Substitutionen. Die zu agj^ + ft^j 
gehörige Gruppe K^ hat die Ordnung p^^^ also ist die Anzahl der ver 
schiedenen Werte von ag)j + &^i, welche durch Transformationen er 
langt werden können, gleich n\\p^\ 

Ist — 7- < — • -^, so sind durch diese erste Operation nicht alL 

^/^i r pj , ^ 

Werte von aq)x + htl^u erschöpft. Es sei aq),j-\-hTpT einer von den nocl 
nicht erhaltenen; dann gehört auch aq)„,„- i + bipro ^ = ag)^-\-btl)ta- 
zn diesen; denn könnte man von ag)^ + bilj^ zu ihm durch irgend ein 
Transformation kommen, so würde die weitere Anwendung der Sub 
stitution auch zu atpa + btl^t führen. Wir gehen nun von 

mit der Gruppe Kni der Ordnung p^^ aus; die Transformation durci 
alle n! Substitutionen liefert dann n\:p(^«' neue unter sich und von de 
früheren verschiedene Werte. 

ul lll fl\ fll 

Ist auch noch —J+-i<''-',. so gelten dieselben Schlüsse 

p^2 ppi r pJ 

Es giebt eine neue Funktion aq)x + bip),j ebenso eine neue a<p^-{-bifi 
«a^^^— i + 6^;^_i mit der Gruppe Kn von der Ordnung ^« und in 
folgedessen nlip"^» neue durch Transformation aus acpj^ + btl;^ ableit 
bare Werte. 

In dieser Weise wird man sämtliche — * • — ' Werte, welche aw, 

r pj ^ 

-\-bilffi annehmen kann, endlich erlangen. Daher ist zu setzen 
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nl nl _ n\ nl n! 

)' p-^ p^^ !>"''» j>^n *"' 

und da /J^ grösser oder doch nicht kleiner als jedes der übrigen /3 
ist, so wird der erste Summand der rechten Seite der kleinste soin 
oder doch zu den kleinsten gehören; die Summe rechts ist daher ein 
Vielfaches des ersten Summanden 

n\ n! n\ 


r pJ p^* j. ± L 

Die höchste Potenz von p, welche die linke Seite der letzten Glei- 
chung teilt, ist die f+ßi^^ folglich ist rechts r höchstens durch p^' 
teilbar. Da aber G von der Ordnung r die Gruppe K^ von der Ord- 
dung ^' enthält, so ist r auch mindestens durch ^)'^' teilbar; folglich 
können wir ,_^v..< 

setzen, wo t den Faktor p nicht mehr enthält. 

Der Voraussetzung nach enthält r den Faktor /)**; es ist daher « 
gleich oder kleiner als ß^] im ersten Falle ist K^ die durch den Lehr- 
satz geforderte Gruppe, im zweiten Falle ist es eine Untergruppe von 
K^y deren Existenz im zweiten Kapitel § 40 nachgewiesen ist. 

§ 49. Zu diesem Satze sind noch zwei Bemerkungen zu machen. 

Die im Beweise des Lehrsatzes benutzte, im zweiten Kapitel § 39 
abgeleitete Gruppe H war vollkommen unabhängig von der im vorigen 
Paragraphen gerade betrachteten Gruppe G; trotzdem fand sich in H 
eine Untergruppe ÜT^, welche mit der höchsten Untergruppe von 6r, 
die eine Primzahlpotenz jX^' zur Ordnung hatte, ihrem Typus nach 
übereinstimmte. Denkt man sich also irgend eine nur mögliche Grupi)e 
der Ordnung jp«^' und nimmt diese für (?, so folgt, dass H eine Unter- 
gruppe desselben Typus besitzt. Daher ergiebt sich: 

Zusatz I. Die im zweiten Kapitel §39 konstruierte Gruppe 
der Ordnung jT)-'' und des Grades n enthält in ihren Untergrup- 
pen alle Typen von Gruppen der Ordnungen ;>" («</). 

Ist r==jp".2>i"'.i^2"'---> ^^ Pi Pii P2) •" ^^^ verschiedenen Prim- 
zahlen sind, welche r enthält, so giebt es in G Gruppen 

r r r 

der Ordnung 

P"j i>i"', iVS ••• 

Bildet man eine Gruppe, welche alle diese F, Fj, Fj,, ... enthält, 

, '^ ^^ ^-^ ) -^ 1 ) ■* 2} • • •!> 
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SO ist ö' mindestens von der Ordnung r (Lehrsatz IX); G' ist ferner 
in G enthalten und daher gleich G. Also ist bewiesen: 

Zusatz n. Eine Gruppe G der Ordnung r=p".jpj"'.j)/».,. 
lässt sich aus je einer Untergruppe der Ordnung p", j>i% 
jPg"», ... zusammensetzen. 

Weitere Folgerungen aus dem Lehrsatze X) werden später ab- 
geleitet (§ 121). 

§ 50. Bei der im fünften Paragraphen aufgestellten Tabelle 
musste natürlich jene vierte Eigentümlichkeit solcher Tabellen, auf 
welche früher aufmerksam gemacht wurde, wegfallen: es konnten die 
Substitutionen der einzelnen Zeilen nicht sämtlich von einander ver- 
schieden sein. Denn jede Gruppe enthält ja die Substitution 1 und 
diese muss also q mal vorkommen. Li dem Beispiele von § 46 kom- 
men femer die drei Substitutionen 

(Xi X^j (X^ X^J , (Xi Xq) (X2 X^J , (x^ X^) (X2 X^J 

in jeder der drei Gruppen vor. Wir wollen allgemein untersuchen, 
wann es möglich ist, dass eine und dieselbe Substitution 
den zu sämtlichen einzelnen Werten (jp^, 9?2) 9^3; ••• ^q gehöri- 
gen Gruppen G^, G2, ... Go angehört. Es wird sich zeigen, dass 
das obige Beispiel einen beachtenswerten Ausnahmefall bildet, indem 
im allgemeinen ausser der Substitution 1 keine andere besteht, welche 
alle Werte einer Funktion ungeäiidert lässt.* 

Weüdet man auf die Reihe q)^^ 9^2, 9>3, ... q>o eine beliebige Sub 
stitution an, so erhält man 

diese Werte werden, abgesehen von der Reihenfolge, mit deo erstereii 
übereinstimmen. Denn 9?^, cp^^ ... (po sind alle überhaupt möglicher 
Werte und die eben erlangten sind sämtlich von einander verschieden. 
Die zu der letzteren Reihe gehörigen Gruppen 

a-^Gj^a^ ö-^G^o^ a-^G^a^ ... 0-^G,,a 

sind daher, aBgesehen von der Reihenfolge, auch mit G^^ G^^ ... G^ 
identisch, d. h. die Gesamtheit von G^, G^^ ... G^ ändert sich bei der 
Transformation durch eine ganz willkürliche Substitution a nicht. Be- 
zeichnen wir nun mit H die Gruppe derjenigen Substitutionen, welche 
in (tj, G^, ... Gf, gemeinsam vorkommen, so ist H auch die Gruppe 
derjenigen Substitutionen, welche in c-^G^a^ a-^G^o^ ...a-^G^^o ge- 

* L. Kronecker: Monatsber. d. Berl. Akad. 1879, S. 208. 
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meinsam vorkommen. Diese letztere Gruppe ist natürlich auch durch 
0^^H6 ausgedrückt; demgemäss ist 

d. h. die Gruppe H ändert sich nicht, wemi man sie auf irgend eine 
Weise transformiert; sie enthält also alle Substitutionen, die einer in 
ihr enthaltenen ähnlich sind. 

Wir untersuchen nun zunächst die Natur einer so beschafifenen 
Gruppe H, Wir betrachten diejenigen Substitutionen von Jf, welche, 
abgesehen von der identischen Substitution 1, möglichst wenige Ele- 
mente enthalten. Wir beweisen von diesen Substitutionen zuerst, dass 
in keinem ihrer Cyklen mehr als drei Elemente vorkommen können. 
Denn hätte man z. B. . / . \ 

80 nehme man ^^{x^x^ und da 0—^ Hg = H ist, so wird auch 

in H vorkommen, s^ unterscheidet sich dann von s nur in der Stel- 
lung der beiden Elemente a,,, .t^. Daher wird das Produkt beider Sub- 
stitutionen, welches natfirlich auch in H auftritt, da H eine Gruppe ist, 

o . Ol ^^^^ VI 4 * * "y • • • V Sy 

sicher das Element ji.^ nicht mehr enthalten, wohl aber die Folge x^x^^] 
ohne also = 1 zu sein, hat es weniger Elemente als 5, was der An- 
nahme widerspricht. 

Zweitens beweisen wir, dass die Substitutionen von möglichst 
wenigen Elementen in //, falls der Grad n>4 ist, nicht mehr als 
einen Cyklus enthalten können. Denn sonst käme in H eine der Sub- 
stitutionen vor 

I und dann auch die entsprechende durch -■--■ (x4^Xr,) transformierte Sub- 
stitution 

S « = (Xi X2) (X^ XfJ . . . , S ^i -= (X^ XrJ (.t*2 ^'3 X^^J . . . , ö' y = (x^ X^ Xq) (x^ X^ X^) . , , ; 

folglich enthielte // auch das entsprechende Produkt 

Sa~ S a"^ \Xq • • • ) (Xi) (^2) • • • 5 ^V ^ /* ~~ v*^'l *^2/ \'^'4*^5/ V^s) ' '") 

6'.~ S y = (X^) (X'2) (^3) (X^Xr^X^.) . . . 

welches, ohne gleich 1 zu sein, weniger Elemente enthält, als das 
ursprünglich vorhandene s. Auch dies ist nicht möglich. 

Ist also w>4, so besteht H entweder aus der einzigen Substitu- 
tion 1 oder es enthält H eine Substitution (XuXy) oder eine Substitu- 
tion {XxXf^Xx^, 
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Im zweiten Falle enthält H mit {Xi^x,) alle Transformierten die- 
ser Transposition; es ist somit jff die symmetrische Gruppe. Im dritten 
Falle enthält H mit (x^Xj^x^) alle Transformierten dieser Cirkular- 
substitution dritter Ordnung; es ist also H die alternierende Gruppe 
(vergl. §§ 34, 35). 

Von H gehen wir auf G zurück: Haben Gj, G2, ... Gq ausser 
der Einheit Substitutionen gemeinsam, so tritt der zweite oder der 
dritte Fall ein; fi, welches in jedem G enthalten ist, umschliesst 
sicher die alternierende Gruppe, also ist auch G alternierend oder 
symmetrisch und q = 2 oder = 1. 

Ist dagegen n = 4, so könnte ausser 5^ = 1 noch ein 

auftreten; hiermit zugleich müssten seine Transformierten, deren es 
nur zwei giebt, 

^8 == (^1 ^s) (^2 ^4) ^n^ ^4 = (^1 ^4) (^2 ^3) 1 

vorhanden sein. Weitere Substitutionen könnte H nicht enthalten, 
ohne alternierend oder symmetrisch zu werden. Man hätte also die 
Ausnahmegruppe // J r. - 1 ^ 9 9 1 • 

diese geht in der That bei allen nur möglichen Transformationen in 
sich selbst über. Will man von ihr auf Gruppen G zurückgehen, so 
folgt aus § 43 Lehrsatz V), dass die Ordnung von G ein Vielfaches 
der Ordnung von H^ also von 4 ist; aus Lehrsatz II) folgt, dass die 
Ordnung von G ein Teiler von 4! = 24 ist, daher bleibt nur die Wahl 
zwischen den Zahlen 4, 8, 12, 24 als Ordnung von G, Die beiden 
letzten Zahlen führen auf die allgemeinen Fälle 9 = 2, ()=1. Der 
erste r = 4 liefert R^G^ p = 6 und z. B. 

^8 = {X^X^ + X^X^ - (x^x^ + X^X^, 9>4 = {x^x^ + X^X^ - {x^x^ + x^x^^ 

96 =" (^1^4 + ^2^3) — (^1^2+^8^4)5 9^6 = (^1^4 + ^2^3) - (^1^3 + ^2^4)- 

Der zweite r = 8 liefert G als Vielfaches von H. Wir müssen 
also zu H noch Substitutionen hinzunehmen, um auf G zu kommen. 
Von der dritten Ordnung darf keine derselben sein, weil sonst r = 12 
oder = 24 werden würde. Nimmt man irgend eine andere Substitution, 
so erhält man die in § 46 angeführte Gruppe, welche unter die im 
§ 39 behandelten gehört. Für sie ist q = S und z. B. 

Wl ^^ ^1-^2 "r '^8'^4) ^2 "^^ X^Xq -f- X^X^j tl^Q = X^X^ -f- X^X^, 

Lehrsatz XI. Ist w^4, so giebt es ausser den symmetri- 
schen und den alternierenden Funktionen keine anderen, 
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deren sämtliche p Werte für eiu und dieselbe Substitution 
(ansser für die identischen Substitution) ungeändert bleiben. 
Für n — 4 bleiben alle Funktionen, die zu den Gruppen von 

q>'^{x^x^+x^X4)-'{x^XQ + x^x^) oder von ^ = ^1^2 + ^8^4 
gehören^ für die Substitutionen der Gruppe 

JT-=[1, (x^x^)(x^x^, (^1^:3) (^^2 ^4), (^1^4) (^2^3)] 
ungeändert. 

§ 51. Wir haben bisher den Substitutionen-theoretischen Zusammen- 
hang der Q Werte einer 9 -wertigen Funktion untersucht; jetzt gehen 
wir zur Betrachtung des algebraischen Zusammenhanges dieser Werte 
über. 

Wir sahen am Anfange des vorigen Paragraphen, dass die Gesamt- 
heit der Werte 9>i, 9>2? ••• 9^<> ^^^^ unter dem Einflüsse einer beliebigen 
Sabstitution bis auf die Reihenfolge nicht ändert. Alle symme- 
trischen ganzen Funktionen von 9>i, 9)2, ... (f^ bleiben daher bei der 
Anwendung jeder beliebigen Substitution <> ungeändert und sind folg- 
lich nicht nur in den 9?, sondern auch in den a:^, x^^ ... x^ symme- 
trisch und daher durch die elementaren symmetrischen Funktionen Cx 
der xx rational und ganz ausdrückbar. Bilden wir also 

^(9>i) =g>i+fP2 + -" + 9>(i =A(^i) ^2? ••• ^n) 

^(^i^g) =9i9>2 + 9>i9^fi+ ••• =^(^n ^? ••• ^») 

S{(pj^(p^ ... <P(j) = fpi q)2 <Ps ••• 9^11 =^?(^i) ^2? ••• ^«)) 
so sind die R die Koefficienten einer Gleichung, deren Wurzeln cp^^ 
9>2 , ... g)fi werden. 

Iiehrsatz XII. Die q Werte (p^j 9)2, ... 9?^ einer (j-wertigen 
rationalen ganzen Funktion cp sind die Wurzeln einer Glei- 
chung Q^^ Grades 

(pi^-R^tp'^'-^ + R^g)^-^— ... ±Rq = Oj 

deren Koefficienten rationale ganze Funktionen von den ele- 
mentaren symmetrischen Funktionen c^, Cg, ... Cn der Elemente 
X-* m X9 ■ • . • Xfi Sin Q. 

§ 62. Beispielshalber suchen wir die Gleichung auf, deren Wur- 
zeln die drei Werte 

sind, wobei x^^ x^^ x^^ x^ die Wurzeln der Gleichung 
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f{x) -^ X^—Cj^X^+ c^x^—c^x + C4 = 
sein mögen. Zuerst findet man ganz unmittelbar 

9^1 + 9>2 + g>3 = 'S' {^iX^ = ^2-, 
femer wird nach Kapitel l § 10 


9^19^2 + 9^19^8 + 9^29^8 = S{x^^x^x^ = ac^ + ßc^c^ + yc. 


2 


2 


Die Zahlenfaktoren «, j3, y ergeben sich durch numerische Bei 
spiele gleich —4, 1, 

9^1 9^2 + 9^1 9>3 + 9^29^3 = ^1^3 - 4C4. 
Endlich ist 

9^i9>2 9^8 = S(x^^x^^x/) + x^x^x^x^Six^^) 

= Cj C^ 4 ^2 ^4 "T ^8 • 

Folglich erhält man als Ausdrucksform der gesuchten Gleichung 

g ((p) = fp^ - c^tp^ + (c^c^ - 4cJ 9? - (c^^c^-Ac^c^ + Cg^) = 0. 

Wir wollen die Diskriminante dieser Gleichung, respektive ihrer 
drei Wurzeln untersuchen. Hierbei gebrauchen wir nicht die fertigen 
früher aufgestellten Formeln, welche zu umständlichen Rechnungen 
führen würden, sondern wir bilden direkt 

9^2- 9^8 = (^1-^2) (^3- ^Jj 

9>8-9^1=(^l-^3)(^2-^4); 

und erhalten, wenn wir die Diskriminante der (p mit z/<y,, diejenige de^ 
X mit z/ bezeichnen, 

^v == (.91 - 9^2)^ (9^2 - 9^3)^ (93 - 9^1)' 

= (^'1 - ^2)^ (^1 - ^s)^ K - ^4)^ (^2 - ^3)^ (^2 - ^4)^ (^3 - ^4)^ == ^• 

Wir erkennen hierdurch nebenbei, dass die Diskriminante einax 
Gleichung vierten Grades f{x)^0 auch als Diskriminante einer Glei- 
chung dritten Grades gebildet werden kann. Wichtiger ist, dass der 
erlangte Speziaisatz sich nach einer anderen Seite hin erweitem lässt. 
Diese Erweiterung suchen wir auf. 

§ 53. Wir legen unseren Betrachtungen die Tabelle aus § 41 
zu Grunde. Ist 9? nicht einwertig, so enthält die erste Zeile der Tabelle, 
d. h. die zu q)^ gehörige Gruppe G nicht alle überhaupt möglichen 
Transpositionen. Kommt eine Transposition, z. B. (XaX^i) in der zweiten 
Zeile der Tabelle vor, so ist dies gemäss der Konstruktion dieser 
Tabelle ein Zeichen dafür, dass q)^ durch (XaX^) in (p2 verwandelt wird. 
Es ist demnach für Xa=^x^ auch 9>i = 9>2> deiin dann wird die Trans- 
Position (XaXfi)^ welche aus q)^ den Wert (p^ hervorruft, auf 9?^ ja keine 


Dritte Kapitel. Die verschiedenen Werte einer melir wertigen Funktion etc. 57 

Änderung ausüben. Es wird folglich (p^ — ^g für Xa = x^i zu Null wer- 
deii und also durch Xa — Xß teilbar sein. 

Sobald daher eine Transposition (XaXß) in der Gruppe G von (p^ 
nicht vorkommt, ist eine der Differenzen y^ — 9;i (A = 2, 3, . . . 9) durch 
eiaen Faktor von der Form Xa — Xß teilbar. 

Nun giebt es bei n Elementen ^ — - Transpositionen. Enthält 
die erste Zeile unserer Tabelle, d. h. G^^ genau q von denselben^ so 

bleiben in den übrigen Zeilen ^ — — q zurück. Es wird daher 

das Produkt , . . . . . 

(9^1 — ^%) (9i — 93) • • • (9^1 — 9o) 

durch ^ — - — q von einander verschiedene Differenzen der Form 

{^a — Xß) teilbar sein und folglich auch durch das Produkt derselben. 

Statt von <pi hätten wir auch von (p,^ ausgehen können. Da die 
zug)2==9>er^ gehörige Gruppe G,^==0^~^G^0^ der Gruppe G^ ähnlich ist, 
so enthält auch sie q Transpositionen, und auch das Produkt 

iSP'i — 9i) (92 — 9^3) • • • (9^2 — 9>i}) 

ist durch das Produkt von — ^0 — "^ Differenzen der Form (Xa — Xß) 

teilbar. 

Dieselben Schlüsse gelten, wenn man 9)3, 9)4, ... (p,t zum Ausgangs- 
punkt nimmt. 

Multipliziert man die einzelnen Faktorenreihen, so wird 

^9- (- 1) ^ i_i { (q>k - 9i) (9^A- 9^2) '" ((Px- 9^-1) {9>^ - 9?AH-i) . . . 

... (sP^ — <Pq)] 

durch das Produkt von 9 o 9' Differenzen (xa—Xß) teilbar; 

^(p ist in den Xi symmetrisch; das Vorkommen von (xa — Xß) als Faktor 
fordert demnach auch dasjenige jeder anderen Differenz (xy — xs) und da- 

\ mit auch das von ^=± ± {pa — Xßf, der Diskriminante von fipc)' Es sei 

^ a>ß 

d* die höchste Potenz von ^, welche als Faktor in J(p eingeht; dann 
mass z/' alle vorkommenden Differenzen Xa—Xß in sich schliessen, 
und da ^ deren n (n — 1) und somit z/' deren n(n — 1) ^ enthält, so muss 

«(n-l)^>pp(«^l)-J 
t>l- «^ 


2 H (n - 1) 
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sein. Diese Zahl t kann nur dann Null werden, wenn q= ^ — - 

ist', wenn also alle Transpositionen in ff^ vorkommen. Dann ist tp 
symmetrisch und 9=1. (/ist ferner dann und nur dann Null, wenn 
G keine Transpositionen enthält. Einer der Fälle, in denen dies ein- 
tritt, ist der, dass G die alternierende Gruppe oder eine Untergruppe 
derselben ist. 

Lehrsatz Xin. Ist 9. eine (»-wertige Funktion der n Ele- 
mente a^i, rTjj, ... a;„, deren Gruppe q Transpositionen enthält, 
so hat die Diskriminante z^^ der q Werte 9?^, ^g, ... q)Q den 
Faktor 

Ist q) nicht symmetrisch, so ist der Exponent von Null ver- 
schieden. Ist die Gruppe von q> unter der alternierenden 
enthalten, so wird g = 0. 

Alle mehrwertigenFunktionen enthalten demnach gleiche 
Werte, sobald zwei Elemente x einander gleich werden. 

Hieraus erkennt man, warum es im zweiten Kapitel § 32 un- 
möglich war, bei gleichen Werten der x Fimktionen von n! Werten 
abzuleiten (vergl. auch § 104). 

§ 64. Wir haben für t den unteren Wert ^ "— crefnnden. 

2 w(w — 1) ® 

Dies heisst, dass die Diskriminante jeder beliebigen zur Gruppe G^ 
gehörigen Funktion durch diie angegebene Potenz von J teilbar ist. 
Es wäre aber wohl möglich, dass bei einigen oder gar bei allen Funk- 
tionen der Minimalwert von t überschritten würde. 

Wir wollen annehmen, dass ein solches Überschreiten eintrete und 
dass der Exponent von /i grösser als 

2 w (n — 1) 

wäre. Die hierbei auftauchenden Verhältnisse sollen jetzt zuerst unter- 
sucht werden. Eine höhere Potenz von Xa — x^ kann A) einmal dann 
eintreten, wenn (fi— (px durch Xa- oOß teilbar ist, ohne dass q)^ durch 
<^ = (^a^/*) in (px übergeführt würde; B) femer dann, wenn g?i zwar 
durch (S = (XaXß) in q)i übergeführt wird, wenn aber (Pi — g>x durch 
eine höhere als die erste Potenz von x^ — x^ sich teilen lässt. 

A) Im ersten Falle ist der Annahme nach 

9^1 — 9^ = für Xa=^Xß^ 


Drittes Kapitel. Die verschiedenen Werte einer. mehrwertigen Funktion etc. 59 

ohne dass q>x^^>a wäre, wenn o die Transposition {x^x^ bedeutet. 
Dann ist auch 

q)Xa , «Pff und (pXa\^>i^ 

da sonst wegen <T^ = 1 

wäre. Der allgemeine im vorigen Paragraphen besprochene Fall 
würde durch Kombination der vier von einander verschiedenen 
Werte 9>i, q>x^ 9?a, 9> a nur vier durch Xa — x^ teilbare Faktoren der 
Diskriminante 

9>a — 9^1, 9^1 — 9>fT; ^xa — (pxt (fx — Q^xo 

liefern. Unter unserer jetzigen Annahme, dass (Pi — (px durch Xa — x^ 
teilbar sei, ohne dass (px'^^a ist, erhalten wir noch acht durch Xa — Xß 
teilbare Differenzen, die im obigen Falle nicht aufgetreten wären: 

9x^9<r^ (fo — fft] ^Xa — (Pn (Pi — <PXa' 

Die Teilbarkeit der beiden ersten ist durch die Voraussetzungen ge- 
geben; die der beiden nächsten ergiebt sich durch die Anwendung von 
6 auf die beiden ersten, denn hierdurch wird die Differenz Xa — x^i nur 
in x^ — Xa umgeändert, die Teilbarkeit also nicht aufgehoben. Die Teil- 
barkeit der letzten vier Differenzen folgt aus den Gleichungen 

9>x — ^a^ ((px — 9^1) — (<Pa — 9^1)*, (pxo — (Pt = (spJio — fpo) ~ ((fi — (po)' 
Tritt also der, Faktor Xa — x^ überhaupt einmal überzählig auf, in- 
dem ^>i — q>x durch Xa — x^ teilbar, aber (p . q)„ ist, so tritt dieser 
Faktor acht mal überzählig auf. W^gen der symmetrischen Bil- 
dung von Jtp tritt also jeder Faktor dann acht mal überzählig auf, 
und da /i ein Quadrat wird, tritt /l vier mal überzählig als Fak- 
tor von Jff auf. 

B) Ln zweiten Falle, in welchem tp^ — q)a oder (p^ — cpx durch 
eine höhere als die erste Potenz von Xa—x^ teilbar ist, lässt sich 
zeigen, dass die höchste Potenz dieser Differenz, welche als Teiler 
auftritt, bei (Pi — (Pa eine ungerade Potenz von {Xa--x^) zum Teiler 
hat, bei (Pi'-(px dagegen vier mal überzählig erscheint; auch hier 
wird die überzählig hinzutretende Potenz von ^ also eine gerade sein. 

Es sei {Xa — x^^' die höchste Potenz von Xa — x^^^ welche (pi-~^n 
teilt, so dass 

9^1 9^0? = \Xa X^) ^ (X^ , X2J ' • ' Xa^» ' 'X-iy , * , Xn) 

befiriedigt wird, ohne dass % noch durch Xa — Xß teilbar wäre. Wendet 
man 6 anj so folgt 
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und durch Addition der beiden letzten Gleichungen 

Da {Xa — x^y ,0 ist, muss der zweite Faktor =0 sein; wäre v 
rade, so würde aus 

bei Gleichsetzung von Xa und :c^^ sich ergeben, dass %{...Xa^'..Xa^ 
= und dass folglich ;|j(. ..0?«,. ..ic^y, ...) gegen die über v gemac 
Voraussetzung noch durch einen Faktor Xa — x^ teilbar wäre, v 
also ungerade. 

Wäre endlich 9>i — 9>a, wo (px-fCpa ist, durch eine höhere als 
erste Potenz von Xa — x^ teilbar, so würde dieselbe Potenz vier r 
nämlich in 

heraustreten. Also auch hier wäre der überzählige Exponent von 
ein Vielfaches von 2. 

Lehrsatz XIV. Ist (p^ eine zur Gruppe G^ gehörige Fui 
tion und bedeutet </' den höchsten Exponenten, für welcl 
^(p durch ^^' teilbar ist, so wird dieser Exponent den W 

/ = -i-p--^^- +2w, m>0 
^ ^ '^ n (w — 1) ' — 

erhalten*, q bedeutet die Wertzahl von ^>^\ n die Zahl c 
Elemente; q diejenige der in G^ enthaltenen Transpositionc 
m ist nur von der Natur von 9?^, nicht von der Gattung, d 
<p angehört, abhängig. 

Beispiel zu A: 

^1 == (^'i - ^2) (^3 - ^4) + ^ (^1^2)? 
^ = (^1^2)? ^ = (^4^5)) 

Es ist also ^1—^;. durch Xj^—x^ teilbar, trotzdem i;„ von ipx v€ 
schieden ist. 

Beispiel zu B: 
aber 
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§ 55. Um zu zeigen, dass die eben behandelten Fälle nicht die 
allgemeinen sind, bilden wir eine Funktion der Gattung G gemäss 
der Anmerkung von § 31. Es sei 

r 1 y^i •*'!, •*'i2 • • • -^ t„ ) 

r 

WO die Exponenten a so gewählt sind, dass aus der Gleichheit 

«o + «6 + «0 + ... = «</ + a« + .. . 

die Gleichheit der Indices a^ />, c, ... mit denen der rechten Seite 

rf, e, ... folgt. Es möge 

^1 ~ ^2 = ^ 
werden für die Annahmen 

Da Xa'i X(,-j ... noch immer von einander unabhängig sind, und da 
^1 — ^2 gleichviele positive und negative Summanden, jeden mit dem 
Koefficienten 1 behaftet, enthält, so kann die Differenz 

^1 — V'a = ^ ixa'"'-^-'X(,'''^+--. . . — ir«'«^+- %«^+ ••. . .) 

nur verschwinden, wenn je ein Glied von dem durch a) modifizierten 
^1 8®g®^ ®^^i Glied des gleichfalls modifizierten jp^ ^^^^ weghebt. 
Kommt dies z. B. bei 

ß) :r«-«' + -a:,y«'»+-... und ß') a;«'«x+-:^6'«^+--.. . 

vor, so folgt die Gleichheit der Exponenten gleicher x in ß) und ß'\ 
und daraus folgt nach der Annahme über die a, dass in zwei nicht 
modifizierten, sich nachher zerstörenden Gliedern von ^^ und ip^ die 
zu den aj«', ^a'? ••• gehörigen Komplexe von Exponenten einander 
gleich sind, ebenso die zu den Xf^ .r^-, ... gehörigen Komplexe von 
Exponenten u. s. w. Man kann daher eine oder mehrere Substitutionen 
ö konstruieren, welche ß) dadurch in ß') überführen, dass sie nur die 
«a', Xa"<f ... unter sich, die Xf,'^ Xf,"^ ... unter sich u. s. w. umsetzen. Da 
hierdurch ein Term von ^^ in einen von ^g übergeführt wird, und da 
alle n\ Terme der Form x^'X^-^,.. von einander verschieden sind und 
sich auf die ^ Werte von ^^ verteilen, so führt (> i^^ völlig in ^2 ^ber. 
Wird also in unserem Falle il^^ — Tp^^O für Xa'^Xa'., so wird = 
{^a'Xa") und ^2==^'^- ^^^ ^^11 ^) § 54 ist daher ein Spezialfall. 

Ist ferner, um nachzuweisen, dass auch B) § 54 den Charakter 
der Allgemeinheit entbehrt, 

y) fPi — to'=^(Xa'~Xa') > Xb^'^Xc^x/...^ 

■^ ^ ^^mJ Xa' — Xa" 


r 
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SO werden in den r Summanden die Ausdrücke Xb^xJxJ*... sämtlich 
von einander verschieden sein. Denn es könnten zwei nur dann ein- 
ander gleich sein, wenn in t^^ zwei Terme existierten, die sich nur 
durch die Exponenten zweier Potenzen x«"', a?«""» von einander unter- 
schieden, also durch die Substitution (}'={Xa'Xa'') in einander über- 
gingen. Dann gehörte aber a der Gruppe G^ an, was der Voraus- 
setzung widerspräche. Sollte demnach die rechte Seite von y) eine 
höhere als die erste Potenz von {Xa- — Xa") enthalten, so müsste jeder 
einzelne Summand der Summe (Xa' — Xa") enthalten; dies ist aber un- 
möglich, da jeder einzelne Summand nach der Durchführung der Di- 
vision in eine Reihe von Gliedern mit gleichen Vorzeichen zerlegt 
wird. B) bildet also auch einen Spezialfall. 

§ 66. Wir kennen demnach die höchste Potenz 


2 n{n-\) 

der Diskriminante von f{x)^ welche in allen Diskriminanten von Funk- 
tionen 9 der Gattung G als Faktor enthalten ist. Gesetzt, alle diese 
enthielten noch einen gemeinsamen Faktor, der zuerst als Funktion 
der cx auftritt, dann aber in eine Funktion der Xx umgewandelt und 
in Faktoren zerlegt gedacht werden kann; dann wird jeder dieser irre- 
duktiblen Faktoren mehr als zwei Wurzeln Xx oder, wenn nur 
zwei, dieselben in der Verbindung Xa + ifyix^i {x--- — \) umfassen; 
denn x^ — x^i riefe eine Potenz von ^ hervor. Dann könnte dieser 
Faktor und damit die Diskriminante jeder Funktion der Gattung zum 
Verschwinden gebracht werden, indem man zwischen den ;r;i Beziehungen 
festsetzte, welche nicht in der Gleichsetzung zweier xx bestehen. Kann 
man also beweisen, dass trotz beliebiger Beziehungen zwischen den 
Xx-i die nur nicht in der Gleichsetzung zweier xx bestehen, dennoch 
jede Gattung Funktionen mit nicht verschwindender Diskriminante ent- 
hält, so ist die Annahme eines neuen, nicht gemeinsamen Faktors 
ausser ^^ beseitigt. Der eben angeführte Satz wird in einem späte- 
ren Kapitel bewiesen. Antizipieren wir ihn, so folgt als Abschluss der 
letzten Untersuchungen: 

Lehrsatz XV. z^^ ist der grösste gemeinsame Teiler aller 
Diskriminanten der zur Gattung G gehörigen Funktionen, 

§ 67. Wir kehren nunmehr zu der Gleichung zurück, deren Wur- 
zeln 9>j, ^2, ... (pQ sind 
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(vergl. § 51) und suchen die Frage zu entscheiden, ob und unter wel- 
chen Umständen diese Gleichung eine binomische werden kann; ob es 
also p- wertige Funktionen giebt, welche, in die q^^ Potenz erhoben, 

symmetrisch werden. Für (> = 2 wissen wir, dass yj = q) der For- 
derang genügt. Um die aufgeworfene Frage allgemein zu erledigen, 
setzen wir voraus, wir hätten aus der Funktion (p von der verlang- 
ten Eigenschaft die etwa darin enthaltenen Faktoren, welche =y^ 
sind, sämtlich herausgezogen; der Quotient sei i^, und es werde gesetzt 

(p = (Y^y. iIj. 

Dann wird ^^v symmetrisch werden, da q)-- und /^*c^ es sind. Wir 
setzen daher ,, ^ 

o sei eine primitive 2q^^ Einheitswurzel, ^^ eine Wurzel der letzteren 
Gleichung; dann sind alle Wurzeln derselben 

und daraus folgt 

Diese Diskriminante muss nach Lehrsatz XIII) durch ^ teilbar sein, 
falls nicht ^ selbst schon symmetrisch ist. Die Faktoren mit co sind 
von den x unabhängig, also nicht durch ^ teilbar; ^j enthält nach 

der Voraussetzung nicht mehr den Faktor l/z^; folglich ist tpi sym- 
metrisch und es wird, je nachdem a gerade oder ungerade ist, 

(p = Ä, q) = ]/^ . S. 

Xiehrsatz XVI. Sind die n Elemente äj, a;^>, .>. x„ von ein- 
ander unabhängig, so sind die alternierenden Funktionen 
die einzigen, bei denen eine Potenz symmetrisch wird, ohne 
dass sie selbst es sind. 

§ 58. Wegen der W^ichtigkeit dieses Satzes mögen hier noch 
zwei Beweise desselben folgeu, die auf ganz anderen Grundlagen sieh 
aufbauen. 

1) Ist CO eine q^^ primitive Einheitswurzel, so sind 

alle Wurzeln der Gleichung 

falls man unter (p^ irgend eine derselben versteht. Da die o Kon- 
stanten sind, so haben alle Werte von (p dieselbe Gruppe. Diese ist 
also nach dem Lehrsatze XI) für ;i>4 entweder die symmetrische 


Il 
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oder die alternierende Gruppe, oder -= 1. Die beiden ersten Fälle lie-] 
fem () = 1 , 2. Im letzteren Falle wäre G^ , die Gruppe von (jp^ , gleidi 
1, also Q^nl Wäre (? die Substitution, welche q)^ in co^i überf&lii^ 
so würde (?^ die Substitution sein, welche ^^ in co^tp^ umwandelt. El 
müsste daher die Beihe 

1^ öy a\ .., a\ ... ^'-1 

aus verschiedenen und daher aus allen möglichen Substitutionen be- 
stehen, die mit n Elementen gebildet werden können. Es würde dem- 
nach ö eine Substitution des Grades n und der Ordnung w! sein; 
solche giebt es für n > 2 nicht. 

Bei w = 4 wäre eine sechswertige Funktion denkbar, deren sechste 
Potenz einwertig ist; die gemeinsame Gruppe dieser sechs Werte wäre 

(t = [1-5 (^1^2) ('^S'^i/J (•^l'^s) y^i^A)} \*^l*^4/ \p^2'^s)j* 

Hier müsste es eine Substitution <? gegeben haben, welche 9^ in ^jO 
überführte und von der sechsten Ordnung wäre. Das ist bei vier 
Elementen unmöglich. 

§ 69. II) Endlich möge noch ein Beweis hier Platz finden, wel- 
cher mit den elementarsten Hilfsmitteln auskommt und gleichzeitig zu 
einer wichtigen Verallgemeinerung des behandelten Satzes führen wird. 

Zuerst kann man die Frage beschränken, indem man q als Prim- 
zahl voraussetzt. Denn für Q = P'q würde aus 

9^ = /S folgen ((p'iy^S^ 

so dass es auch eine Funktion 9)'' gäbe, bei welcher bereits die p^ 
Potenz symmetrisch wird; 2^ ist dabei ein beliebiger Teiler von q und 
kann folglich als Primzahlteiler angenommen werden. 

Ist nun <3P eine Funktion, welche nicht selbst symmetrisch ist, 
von der aber eine Primzahlpoteuz , nämlich die jp*^ Potenz symmetrisch 
wird, so enthält die Gruppe von q) nicht alle Transpositionen (§ 34); 
«= (XuXii) möge den Wert von S^ in q)a | (Pi umwandeln. Aus 

folgt dann, wenn co eine primitive p^^ Einheitswurzel bedeutet, dass 

(pa = Gy(pi 

-ist. Wendet man auf diese Gleichung nochmals die Substitution ^ 
an und bedenkt, dass <?^=1 und also q)o^ = (p ist, so folgt die neue 
Gleichung ^^_ß,^^^. 

die Multiplikation beider nebst der Division durch (pi(p,j liefert 

©2=1 

und, weil p eine Primzahl ist, p = 2 nebst q)-=S,y^. 
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Es würde sich, nachdem wir wissen, dass nur alternierende Funk- 
donen in eine Primzahlpotenz erhoben einwertig werden können, noch 
lamm handeln, zu untersuchen, ob es Funktionen giebt^ die, in eine 
Primzahlpotenz erhoben, zweiwertig werden. 

tj; sei mehrwertig, seine g*® Potenz sei zweiwertig; q möge eine 
Primzahl sein. Dann giebt es eine Cirkularsubstitution dritter Ord- 
nung 0=^{xaXßX'^^ die nicht in der Gruppe von ^ vorkommt, da diese 
ja nicht alle Substitutionen dieser Form enthalten kann, ohne die al- 
ternierende Gruppe zu werden (§ 35). Es sei also V'aT^i) ^^^ 

da ^9 als zweiwertige Funktion unter dem Einflüsse einer Cirkular- 
substitution dritter Ordnung ungeändert bleibt. Es wird daher, wenn 
© eine von 1 verschiedene und also primitive g*® Einheitswurzel be- 
zeichnet, ^^^ßj^^ 

werden. Wendet man auf diese Gleichung die Substitutionen 6 und 
ö* an und bedenkt, dass <y^ = 1 und ^a» = ^i ist, so folgt 

durch die Multiplikation dieser drei Gleichungen und Wegheben der 
Funktionalwerte ergiebt sich co^ == 1 und g = 3. 

Wenn wir w>4 voraussetzen, dann kommen in der Gruppe von 
if auch nicht alle Cirkularsubstitutionen fünfter Ordnung vor (zweites 
Kapitel Lehrsatz X). Ist r eine der nicht vorkommenden, so wird 
Mfi sein, dagegen ^^,^^^,^^^^^^^^ 

und daher, wenn unter cä eine von 1 verschiedene q^ Einheitswurzel 
verstanden wird, . — , 

Genau wie oben folgt hieraus, da t^==1 ist, 

und durch Multiplikation 5^=1, g = 5. 

Dies widerspricht dem ersten Resultate. Also kann n nicht 
grosser als 4 sein. 

Lehrsatz jlvu. Ist n>4, so giebt es keine mehrwertige 
Punktion, von der eine Potenz zweiwertig würde, falls unter 
ihren Elementen x keine Beziehungen bestehen. 

§ 60. Wir führen diese Untersuchungen dadurch zum Abschluss, 
dass wir för n^4 nach der Existenz von Funktionen der angegebenen 
Eigentümlichkeit fragen. 

Netto, Snbstitationentheorie. 5 
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Der Fall w = 2 erledigt sich von selbst. 

Für w = 3 nehmen wir eine systematische Aufsuchung etwa Y0^ 
handener Funktionen derart vor, dass wir zuerst den Typus 

zu Grunde legen und versuchen, a, /8, y und r derart zu wählen, 
dass den Forderungen genügt wird. Wir benutzen dabei den Umstand, 
dass ein (^ = (XiX2X^) den Wert (po^oq)^ (ö*=1) aus (p^ hervorruft. 
Es würde also 

(pa = ax/ + ßx/ + y^/ = o («a:/ + ßx/ + yx^*-)^ 
y==coa, ß=^ci}y^G)^a^ a = G}ß = o^y = G}^a = a, 

Diese drei Gleichungen sind für jedes a erfüllbar; sei a = l, so wird 

<3P = a?!** + GJ^a;/ + g>Xq'' 

eine Funktion der verlangten Art. Dies zeigt auch die wirkliche Aus- 
rechnung. 

Es ergiebt sich ^ 

± T V^ (^i'^'^a'"- ^i"'^3"+ V^s"- ^2''^!'+ V^/- V^aO- • 
Für r=l erhält man eine Vereinfachung dadurch, dass die letzte 
Klammer den Wert 

V^ = (x^ - x^) (x^ - x^) (^2-^3) 
erlangt, während sie im allgeui einen Falle nur eine rationale Funk- 
tion von y^ ist. Setzt man, wie es früher geschah, 

X^ -]- X^ -j- Xq *= C^ ^ Xi X2 + ^2 "^3 "r *^3^1 '^ ^2 ) *^1 '^2 «^S *^ ^3 ) 

so wird für r = 1 


9 = T (- 2ci* + 9ciC2 - 27.C3 ± 31/- 3^). 

Es sei jetzt m = 4. 

Dass eine Funktion vom Typus ccx^'' + ßx2^ + yx^'' + dx/^ welche 
in jedem Summanden nur eine Wurzel enthält, nicht der Bedingung 
genügen kann, für o ^(Ji^iX^x^) den Faktor « anzunehmen, ist er- 
sichtlich. 

Wir versuchen, ob wir bei Funktionen von der Form 

9i = ax^^x^^'+ßx^^'x^+yx/x^'' + a;/ {a^x^'-+ i8i:r/+ y^ip/) 

zum Ziele kommen können. Hier enthält jeder Summand zwei der 
vier Wurzeln. Sollte sich auch bei diesem Typus die Unmöglichkeit 

herausstellen, dass die Einwirkung von a=(x^X2X^) den Faktor 

— 14. 1/^:3 
(ö= ~ hervorruft, so müssten wir zu neuen Funktionenformen 


l 
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und zwar zu immer komplizierteren übergehen. Wir werden aber 
schon hier ein positives Resultat erhalten', und zwar schon für r==l. 

"ITa xirirH 

jüB wira fp^^ ax^x^ + ßx^Xi + YXiX^ + x^{aiX^ + ß^x^ + 'y^Xi)] 
und aus (pa^caq)^^ folgt die Reihe der Bedingungen: 

yi = «iCO , ß^ — y^G) = «ico^, «^ = ß^^co = ^^0*= «iCö^, 
welche sämtlich für cj^ = 1 erfüllbar sind. Folglich ist 

Es muss aber auch r^^^x^x^x^ die Funktion qp^ in (pt überführen, 
derart, dass 9* gleich dem Produkte aus tp^ und einer dritten Einheits- 
Wurzel ist, da <Pi* = 9«. Ob diese gleich co, co^ oder o^ werden wird, 
lässt sich a priori nicht bestimmen. Man hat 

q)^ =^ax^x^ + «1 cD^x^x^ + «1^1 ^^2 + ^s (o «^^2 + ^^^^4, + <» ^i^i)- 
Die Glieder aus (p^ und (p^, welche x^x^ enthalten, sind bezüglich 

(^iX^x^ und a^(x?x^x^\ 

soll 9)1 mit einer dritten Einheitswurzel multipiziert (pt werden, so 
muss diese daher o^ sein. Dann folgen weiter aus 

durch Vergleichung der Koefficienten von x^x^ 
' a = («1(0^) «^ = «103, «1 = ««^, 

also zwei, aber zwei miteinander übereinstimmende Beziehungen. Die- 
selben wiederholen sich bei den übrigen Koefficienten, und man findet 
daher, wenn man nach co anordnet und den Faktor a gleich 1 setzt 

Es ist dies eine Kombination der drei Werte einer früher gefundenen 
Ausnahmefunktion mit der Gruppe 

Cr «=» [1 , [X^ X2) {X^ X^ , \X^ X^) {X2 ^4) ) (^1 ^4) (^2 ^s)]* 

Dass <Pi^ zweiwertig ist, erkennt man, wenn man 

X1X2 H~ ^8^4 ^^ J^l J '^1 *^d "T *^2 '^4 '^ 3/3 ? "^1 -^4 "r ^2 '^3 *^ ^2 

setzt. Dann stimmt tp mit dem für n*=^3 abgeleiteten Ausdrucke 
überein; und da y^, 2/21 J/s ^^^ Wurzeln von 

sind, wo die c die Koefficienten der Gleichung mit den Wurzeln x^^ 
x^j ^89 ^4 l>edeuten (§ 52), so können wir den oben für w — 3 abgelei- 
teten Ausdruck sofort in eine zweiwertige Funktion der vier x^, x^j 
x^^x^ übersetzen, da, gleichfalls nach §52, die Beziehung Jy=-^^ gilt. 
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Viertes Kapitel. 
Transitivität und Primitivität. Einfach« und znsamnieu-j 

gesetzte Gruppen. Isoniorflsmus. 
§ 61. Wir haben in diesem Kapitel vier Haupte igen seh aften ^ 


^^B Snbstitutiouengruppeii zu besprechen. Die erste derselben knüpft an 
die Frage an, ob die Elemente, welche in die Gruppe eingehen, mit 
einander so in Verbindung stehen, dass ein jedes Element durcli 
jedes andere ersetzt werden kann, oder nicht. Ea wird z. B, von den 
Punktionen x,x, + x,x, und x,x,^x,x, 

die erste für gewisse Substitutionen ungeändert bleiben, welche aaf x^ 
folgen lassen x^ oder x^ oder a^,; die zweite dagegen wird bei keiner 
Substitution ungeändert bleiben, welche x^ oder x^ auf x^ folgen läsat. 
Wir definieren: eine Gruppe heiast transitiv, wenn ihre Substitutio- 
nen ea gestatten, auf ein beliebiges Element ,z'[ jedes andere Element 
3^2, a'g ... a'a folgen zu lassen. Daraus ergiebt sich, dasa man auf jedes 
beliebige Element Xi jedea beliebige andere folgen lassen kann, näm- 
lich durch die Aufeinanderfolge der inversen Substitution s~' tob 
s — (xiXi.,^... und der direkten l^ix^Xi,. ,,)... Solche Gruppen, welche 
die angegebene Eigenschaft nicht besitzen, heissen intransitiv. B* 
ist von den beiden Gruppen (den obigen Funktionen entsprechend) 
(?=[!, {x^x^){x3Xi), (x^Xs){x3X^, (x^x^ix^x;)], 

die erste transitiv, die zweite intransitiv. 

Für Funktionen gelten dieselben Bezeichnungen, transitiv respek- 
tive intransitiv, wie für ihre Gruppen. 

Die Elemente einer intranaitiven Gruppe teilen sich denuiBcA 
in Systeme von tranaitiv zusammenhängenden Elementen. So 
es in einer vorgelegten Gruppe Substitutionen geben, welche Xi 
Xgf ... Xa untereinander verbinden; andere, welche x^^i, ... Xa-^^i, vef^ 
binden u. a. w., aber keine, die auf x^ etwa x^+i, ... folgen 
also ein Xi{i.<Ca) und ein Xf,((Ll>a) in einem Cyklus haben. Di* 
Maximalanzahl der Substitutionen der einzelnen Systeme ist al be«- 
fc! , ... und daher die Maximalanzahl derjenigen der intransitiven Gruppe 
bei vorgeschriebenem a, 6, ... gleich a\ bl ... Ist nur n gegebeOi 
so steht von a, h, ... lediglich fest, dasa a + &+ ... =-h sei. DaO^ 
ergiebt eich die Masimalanzahl der Substitutionen einer iutrani 
Gruppe aus den Gleichungen 
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•(»- 1)! 1! = ^^ . (n-2)l 2!>(«-2)! 2!, n>3, 
(n-2)!2!= ^-g^.(w~3)!3!>(w-3)!3!, m>5, 

(a+b + c+d .,.)l>(a+b)\{c+d+ ...)\>a\blc\ ... 

Iiehrsatz I. Die Maximalzahlen für die Ordnungen intran- 
sitiver Gruppen sind 

(n-l)!, |(n-l)!; (w-2)!2!, (w-2)!; (n-3)!3!, (w-3)!2!;... 

Hier beziehen sich die beiden ersten Ordnungszahlen auf die symme- 
trische und die alternierende Gruppe von (n — 1) Elementen; die dritte 
Hiuf die Kombination der symmetrischen Gruppen von (w— -2) und 
Ton 2 Elementen; die vierte kann entweder bei der Kombination der 
fc< alternierenden Gruppe von (w — 2) und der symmetrischen von 2 Ele- 
menten auftreten, oder bei der symmetrischen Gruppe von (n~2) Ele- 
menten^ indem die beiden übrigen Elemente sich gar nicht an der 
Bildung von Substitutionen beteiligen u. s. f. 

Die Konstruktion intransitiver Gruppen aus transitiven kann in 
ihrer Allgemeinheit erst später (§ 90) angegeben werden. 

§ 62. Wir wollen jetzt die Substitutionen einer transitiven Gruppe 
in eine Tabelle einordnen. Die erste Zeile enthalte alle diejenigen 
Substitutionen, welche das Element x^ ungeändert lassen imd nur 
diese, und jede nur ein einziges Mal: 

Dem Begriffe der Transitivität gemäss giebt es eine Substitution ö^^ 
welche auf x^ das Element X2 folgen lässt. Wir bilden als zweite 
Zeile unserer Tabelle 

imd beweisen: 1) alle Substitutionen derselben enthalten die Folge 
^x^] denn $a lässt x^ ungeändert, ö^ führt x^ in X2 über, also wird 
^02'^^<^h ^1 i^ ^2 überführen; 2) alle Substitutionen, welche x^ auf 
^ folgen lassen, sind in dieser Zeile enthalten; denn ist t eine solche, 
80 wird r(J2~^ das Element x^ nicht ändern und daher gleich sx sein; 
1? muss =Sa<?3 werden; 3) alle Substitutionen dieser Zeile sind von 
blander verschieden, da aus Sa^s^'^Sßö^ durch rechtsseitige Multipli- 
kation mit 02~^ folgen würde Sa = Sß\ 4) die Substitutionen dieser 
Zeile sind von denen der ersteren verschieden, da diese x^ ungeändert 
^en, jene nicht. 
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Wir wählen weiter eine Substitution ög, die x^ in x^ ilberfUut^ 
und bilden mit ihr 

Dann lassen sich von dieser dritten Zeile dieselben Eigenschaft^ 
nachweisen, wie von der zweiten. Wir fahren so fort, bis durch 
n Zeilen alle Substitutionen der Gruppe aufgebraucht sind. So er- 
kennen wir: 

Lehrsatz ü. Ist m die Anzahl derjenigen Substitutionen 
einer transitiven Gruppe, welche ein Element x^ nicht um- 
stellen, so ist die Ordnung r der Gruppe gleich mw, also ein 
Vielfaches vom Grade der Gruppe. 

Eine leicht ersichtliche Erweiterung dieses Satzes ist folgende: 

Zusatz. Sind Xa^ Xbj Xc^ . . willkürliche Elemente einer 
Gruppe (t, ist m die Anzahl der Stellen, in welche die Sub- 
stitutionen von G die Elemente Xa^ Xt^ Xcj ... überführen, r' 
die Ordnung derjenigen Untergruppe von 6r, welche a:«, a:^, 
Xc^ ... nicht umsetzt, so ist r die Ordnung von G gleich m.r\ 

G braucht nicht transitiv zu sein; der Beweis ergiebt sich ver- 
mittelst der Bildung einer Tabelle, bei der die Substitutionen jeder 
einzelnen Zeile rr«, Xt,^ Xc^ ... in gleicher Weise umsetzen. 

§ 68. Die m Substitutionen, welche x^ nicht umsetzen, bilden 
eine Gruppe Gj, welche in G enthalten ist. Diejenige Untergruppe 
von (t, welche das Element X2 nicht enthält, heisse G^ u. s. f. bis zur 
Untergruppe &„, welche Xn nicht umstellt. 

Alle diese Gruppen sind einander ähnlich, denn man hat, wenn 
die 02 y ^8? ••• dieselbe Bedeutung haben wie im vorigen Paragraphen, 

Es sind also alle G« wie (r^, von der Ordnung m; und wenn wir mit 
[g] die Anzahl derjenigen Substitutionen von G^ bezeichnen, welche 
genau q Elemente umstellen, die übrigen n—l — q aber nicht ent- 
halten, so ist [q] auch die entsprechende Zahl für jede der anderen 
Gruppen Gg, G^^ ... Gn- Aus d^r Bedeutung des Symbols [q\ folgt 
dann als Identität 

m«[>2--l] + [w-2] + ... + [g]+... + [0], 

wobei [0] = 1 ist. G^, (rg, ... 6r„ besitzen demnach insgesamt w[w — l] 
Substitutionen, welche n— 1 Elemente umstellen; alle diese sind von 
einander verschieden, da keine Substitution aus 6r^, welche nur x^ 
nicht umsetzt^ in irgend einer anderen Gruppe Gy vorkommen kann. 


1 

i 
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Anders ist es mit den Substitutionen, welche genau n — 2 Elemente 
umstellen: bleiben in einer Substitution Xa und x^ ungeändert, so kommt 
sie sowohl in Ga unter den [w — 2] vor, als auch in Gß. Hier wird 
also jede Substitution von den n [n — 2] vorhandenen doppelt gerechnet, 

und in G giebt es nur a [w — 2] verschiedene Substitutionen, welche 

genau n — 2 Elemente umstellen. Ebenso kommt jede der n [q] Sub- 
stitutionen von q Elementen, welche in G^, 6r2) •• ^» auftreten und 
also n — q Elemente ungeändert lassen, in n — q verschiedenen von 
diesen Gruppen vor und ist also bei allen n[q] Substitutionen in Gj, 
G^i ... Gn gerade (n — q) mal gezählt; folglich existieren in G nur 

[q] Substitutionen, die genau q Elemente umstellen? Somit ist 

die Anzahl aller Substitutionen in &, welche weniger als n Elemente 
umstellen; 

f [«-iJ+|[«-2J + ... + -^-M + ...+ J[0]. 

Zieht man diese Zahl von derjenigen aller in G enthaltenen Substitu- 
tionen ab, so bleibt die Anzahl derjenigen Substitutionen zurück, 
welche alle n Elemente umstellen. Nun ist nach -dem zweiten Lehr- 


er 


if 


r == w . w = w [n — 1] + w [w — 2] + . . . + w [g^] H- . . . H- w [0], 
Biso ist die gesuchte Differenz gleich 

Keiner der Summanden in der Klammer ist negativ, der letzte wird 

w— 1 
wegen [0] «= 1 gleich - — ; also ist diese Anzahl ^w— 1. 

ft 

Lehrsatz m. Jede transitive Gruppe hat mindestens n— 1 
Substitutionen, welche alle n Elemente umsetzen. Giebt es 
Diehr als w— 1 derartige Substitutionen in der transitiven 
Gruppe, so besitzt dieselbe auch solche, welche weniger als 
(«— 1) Elemente umsetzen.* 

§ 64, Wir betrachten eine zweite Gruppe n^^ Grades 6r'; diese 
nabe mit G alle die Substitutionen gemeinsam, durch welche sämtliche 
« Elemente umgesetzt werden. 6r' sei gleichzeitig von möglichst 
^^iedriger Ordnung; dann ist jede Substitution von 6r' auch in G 
^irfhalten, G' sei endlich auch transitiv; dann gilt der obige Lehrsatz 

• C. Jordan: Lionville Journal (2). XVII p. 351. 
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auch von ihr, und es ist die Anzahl der Substitutionen in ihr, weldie 
alle Elemente umsetzen, 

falls [qy für ö' dieselbe Bedeutung hat, wie [q] für G. Der An- 
nahme nach stimmt diese Zahl mit der oben ähnlich gebildeten über- 
ein. Man hat also 

i_{[„_2]_[«_2]'} + |{[n-3]-[n-3]'} + ... 

Da 6r' ganz in G enthalten ist, so kann keine der geschweiften Klam- 
mem negativ sein; also sind sie sämtlich gleich Null. 

Lehrsatz VI. Stimmen zwei transitive Gruppen in den- 
jenigen Substitutionen überein, welche alle Elemente um- 
setzen, so können sie sich überhaupt nur in denjenigen Sub- 
stitutionen von einander unterscheiden, welche nur Ein Ele- 
ment ungeändert lassen. 

§ 66. Eine Gruppe keisst Jk-fach transitiv, wenn ihre Substi- 
tutionen es erlauben, k beliebige Elemente auf Je gegebene folgen zu 
lassen. Dann kann man, wie sich leicht zeigt, auf Je beliebige Ele- 
mente Je beliebige andere folgen lassen. Natürlich ist hierin der Fall 
eingeschlossen, dass einige der Elemente ihre Plätze nicht ändern sollen. 
So muss es in einer vierfach transitiven Gruppe Substitutionen geben, 
welche x^ und x^ ungeändert lassen, x^ durch x^ und x^^ durch x^ er- 
setzen; die Substitutionen müssen die Form haben (x^){x2)(XqX^(x^.,^,'») 
wo über die Verbindung oder das Vorkommen der Elemente x^jX^^.»* 
keine weiteren Bedingungen bestehen. Ebenso muss diese Gruppe 
eine Substitution enthalten, welche aj^, X2, x^^ x^ ungeändert lässt; 
dies thut z. B. die identische Substitution 1. 

Wir haben im zweiten Kapitel § 37 eine zweifach transitive Gruppe 
des Grades 5 und der Ordnung 20 gefunden. Sie wurde durch die Kom- 
bination der beiden Substitutionen s ^ (x^x^x^x^x^) uhd ^=^{x2X^x^x^ 
gebildet, und man überzeugt sich leicht, dass wirklich die Überführung 
jeder Kombination a?«, x^ in jede andere Xy, xs durch eine und auch 
nur durch eine Substitution jener Gruppe geleistet werden kann. 

Dreifach transitiv ist z. B. die alternierende Gruppe von fünf Ele- 
menten. Fordert man etwa eine Substitution derselben, welche x^ un- 
geändert lassen und auf x^ und x^^ respektive x^^ x^ folgen lassen soll, 
so wird s^{x^x^x^ der Forderung genügen, da diese Substitution aus 
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iner geraden Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt ist. Yier- 
ich transitiv dagegen ist diese Gruppe nicht; denn sonst müsste sie 
ine Substitution enthalten, welche a?!, x^^ x^^ x^ in x^^ x^^ x^^ x^ um- 
randelt. Dies könnte nur o = (^4^5) sein ; das gehört aber nicht der 
.Itemierenden Gruppe an. 

Allgemeiner können wir beweisen, dass die alternierende 
jruppe von n Elementen (n — 2)-fach transitiv sei. Denn bei 
len durch die Transitivität erlaubten Forderungen treten entweder 
•»—2, oder w — 1, oder alle n Elemente auf. Im ersteren Falle können 
iie beiden zurückbleibenden Elemente zu einer Transposition r ver- 
bunden werden, und wenn o eine Substitution ist, welche den w--2 
Forderungen genügt, so thut es auch ax] eine der beiden Substitu- 
tionen gehört aber zur alternierenden Gruppe. 

Treten dagegen im zweiten Falle n— 1 Elemente in den Forde- 
nmgen auf, so liefern dieselben, wenn man sie zu Cyklen zusammen- 
schiebt, eine ungeschlossene Reihe. Denn ein geschlossener Cyklus zwi- 
schen m Elementen repräsentiert m Folgen und erfüllt m Forderungen; 
so oft also von den Forderungen durch gegenseitiges Ineinandergreifen 
der Elemente geschlossene Cyklen gebildet werden, ist die Zahl der 
verwendeten Elemente gleich derjenigen der befriedigten Forderungen. 
Tritt nun in unserem Falle eine ungeschlossene Reihe auf, so kann 
man sie entweder unmittelbar schliessen, oder erst das letzte noch 
freie Element hinzufügen und sie dann schliesseü. Beide Substitutio- 
nen erfüllen die Forderungen; die eine derselben gehört der alternie- 
renden Gruppe an (zweites Kapitel Lehrsatz XI). 

Alle n Elemente endlich können nur dann in den w — 2 Forde- 
rungen vorkommen, wenn diese zwei ungeschlossene Reihen hervor- 
rufen. Nun kann man von diesen beiden entweder jede für sich 
schliessen, oder man kann sie aneinander schieben und in eine Klam- 
luer zusammenfassen. Beide Substitutionen erfüllen die Forderungen; 
die eine derselben gehört der alternierenden Gruppe an, genau wie 
oben. Die alternierende Gruppe von n Elementen ist also mindestens 
(n— 2) -fach transitiv; (w— l)-fach transitiv kann sie nicht sein, da 
sie keine Substitution enthält, welch x^^ x^^ ... a-„_2 ungeändert lässt 
und a;„_i in x^ überführt. 

§ 66. Ist G eine Ä-fach transitive Gruppe, so wird diejenige 
Jntergruppe & von 6r, welche x^ nicht enthält, (h— l)-fach transitiv; 
liejenige Untergruppe 6f" von G\ welche x,^ nicht enthält, (& — 2)-fach 
ransitiv sein, u. s. w.; endlich wird die Gruppe G^*~^\ welche x^^ x^, 
.. a?t_i nicht enthält, einfach transitiv werden. Wendet man nun den 
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Lehrsatz II) der Reihe nach auf G^^—^\ ... 6r", G\ G an, so erhalt 
man den 

Lehrsatz V. Die Ordnung r einer fc-fach transitiven Gruppe 
ist gleich n(n— l)(w — 2)...(w — Ä;+ l).m, wo m die Ordnung 
einer Untergruppe angiebt, welche Je Elemente ungeändert 
lässt. — Die Gruppe besitzt Substitutionen, welche genau n, 
solche, welche genau w— 1, ...n — fc+1 Elemente umsetzen 
(Lehrsatz III). 

§ 67. Diejenigen Substitutionen einer Ä-fach transitiven Gruppe 
(t, welche nächst der identischen Substitution 1 möglichst wenige 
Elemente umfassen, mögen genau q derselben umsetzen. Es fragt sieb, 
ob zwischen den beiden Zahlen k und q irgend ein Zusammenhang be- 
steht. Zuerst sei A;^g, und s eine der Substitutionen geringster Ele- 
mentenzahl; ihre Form sei s = {Xj^x^,,,)..,(,..Xy_iX^), Dann giebt es 
wegen der fe- fachen Transitivität von G eine Substitution, welche den 
q^Jc Bedingimgen genügt 

i> 2? *^3 5 *•* 9 — 1? 9 sollen in *^xy 2) 8) ••• 9 — ^7 *^^ \^ ^ QJ 
übergehen, o = {x^)(pc^)...(oCg_i)(XgXx...) sei eine von den Substitu- 
tionen der Gruppe G, welche diese Forderungen erfüllen. Dann ist 

a-is (5 = (x^x^ ...)...(... Xg_iXy), 

(0-^Sö)s'-^ = (Xg^iXjcXq). 

Da diese Substitution nur drei Elemente enthält, so kann q nicht 
grösser sein als 3, falls es kleiner als k oder gleich Je ist. 

Möge zweitens k<Cq\xnd s = (x^X2... )...{. ..Xk^iXk...) .. .{."^q) 
eine derjenigen Substitutionen sein, welche möglichst wenige Elemente 
enthalten. Wir wählen ein 

^ = (^l) (^2) • • • (^*-i) i^k^y- • • •)) 

was wegen der fc- fachen Transitivität möglich ist, und nehmen hierin 
für Xx ein Element, welches schon in s vorkommt; auch dies ist mög- 
lich, da q mindestens gleich k+l ist. Dann wird die Transformierte 
von s durch 

6-^SÖ ^(x^X^...)...(.,.Xk-iXy...)... 

sein; sie kann also höchstens q — k neue Elemente gegen s enthalten, 
da beide Substitutionen in den ersten k—1 Elementen mit einander 
übereinstimmen und das fc*® der zweiten in der ersten Substitution 
vorkommt. In dem Produkte {6~^s0).s~^ fallen femer die ersten 
1c — 2 Elemente fort, so dass in demselben höchstens noch 

q + (S'-k)'-(k-2) = 2q-2k + 2 


y 
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men. Der Voraussetzung nach darf diese Zahl nicht kleiner 

q^ d. h. es wird 

q:>2Jc-2, 

ist das Produkt (0~^so).s'~^ weniger als q Elemente enthielte, 
Annahme über s entgegen ist. Wir sehen also: 

irsatz VI. Hat eine Jk-fach transitive Gruppe Substitu- 
von weniger als 21c — 2 Elementen, welche von Si==l 
ieden sind, so besitzt sie auch Substitutionen von 
ens drei Elementen. 

vas Wesentliches sagt der Satz VI) nur für Z; > 2 aus. In die- 
lle können wir unter Vorwegnahme der Resultate des folgen- 
agraphen den Zusatz machen: 

3atz. Enthält eine fc-fach transitive Gruppe (ä;>2) Sub- 
onen, die von der Einheit verschieden sind und nicht 
Is 21c — 2 Elemente umstellen, so ist sie alternierend 
jrmmetrisch. 

3rmit kombinieren wir die Schlussbemerkung vom Lehrsatz V). 
b-fach transitiv, so enthält es Substitutionen von n — Ä+1 
ben; es ist also g < w — Ä + 1. Wenn G weder alternierend 
mmetrisch ist, wird q>2k — 2. Dann ist also n — fc+l>'2Z; — 2 

tirsatz vn. Ist eine Gruppe des Grades n weder alter- 

1 noch symmetrisch, so kann sie höchstens (^ + 1 j-fach 
iiv sein. 

58. Lehrsatz vili. Enthält eine zwei- oder mehrfach 
;ive Gruppe eine Cirkularsubstitution von drei Ele- 
1, so enthält sie die alternierende Gruppe. 

sei s = {Xj^X2Xq) die vorkommende Substitution von drei Ele- 
Da G mindestens zweifach transitiv ist, so giebt es eine Sub- 
i (> = (^3)(^i^4^A...)? folglich auch 

r = 0^^s0 = (^3^4^/0) "^"^sr = (^1^2^4)5 
existier.en dann 

5 § 35 folgt die Richtigkeit unseres Satzes. 

birsatz IX. Enthält eine zwei- oder mehrfach transitive 
3 eine Transposition, so ist sie symmetrisch. Der Be- 
. dem eben geführten ähnlich. 
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Bei einfacher Transitivität gelten die Sätze VIII) und IX) nur untor 
gewissen Einschränkungen. Folgende Beispiele mögen dies zeigen: 

(?i = [1, {x^x^) (x^x^), (x^x^) (x^x^), {x^x^) (x^x^), (x,x^), (x^x^), 

(X^ X^ X2 X^) , (X^ X^ X^ X^)} , 
^2^{^1 (^1^2^3)) (^4^5^6)5 (^7^8^9)7 (^1 ^6 ^9 ^2 ^6 ^7 ^8 ^4^8)}- 

Transitiv sind beide Gruppen. Die erste von ihnen enthält eine Sub- 
stitution von zwei Elementen, ohne symmetrisch, die zweite Gg eine 
solche von drei Elementen, ohne alternierend zu sein. Der Beweis 
für die erste Behauptung folgt aus der Betrachtung der vollständig 
niedergeschriebenen Gruppe. 

§ 69. Einen Beweis für die letzte Behauptung und eine Erklä- 
rung dieser Ausnahmen können wir folgendermassen geben. Wählen 
wir nach Belieben zwei oder mehrere Substitutionen zwischen n Ele- 
menten aus, so ist es als sehr wahrscheinlich anzusehen ^ dass die 
Gruppe geringster Ordnung, welche diese Substitutionen umfasst, die 
symmetrische Gruppe der n Elemente werden wird, oder etwa auch 
die alternierende. Denn wenn die Substitutionen ganz willkürlich ge- 
wählt sind, so werden im allgemeinen keine derartigen speziellen Be- 
ziehungen zwischen ihnen bestehen, dass durch alle möglichen Kom- 
binationen unter ihnen nur ein Teil aller n\ Substitutionen gebildet 
würde. Am naheliegendsten ist es noch, anzunehmen, dass die Sub- 
stitutionen, welche herausgegriffen sind, sämtlich aus je einer geraden 
Anzahl von Transpositionen zusammengesetzt wären; dann gelangte 
man zur alternierenden Gruppe. 

Im allgemeinen können wir daher jede transitive Gruppe, die 
nicht symmetrisch oder alternierend ist, und jede intransitive Gruppe, 
welche nicht aus alternierenden oder symmetrischen Teilen besteht, 
als Ausnahme ansehen. Diese erklärt sich daun so, dass unter den 
Substitutionen, welche die Gruppe bestimmen, ganz spezielle Beziehun- 
gen stattfinden, durch welche der Kreis der durch Kombination zu er- 
zeugenden Substitutionen ein engerer wird. 

Derartige Beziehimgen finden bei den obigen beiden Gruppen 
statt, und auf sie haben wir uusere Aufmerksamkeit zu richten. Bei 
G^ wie bei G2 kommen nämlich gewisse Systemeinteilungen unter den 
Elementen vor, so dass jede Substitution, welche ein Element eines 
solchen Elementensystems in eins eines anderen Elementensystems über- 
führt, gleichzeitig alle Elemente des ersten in alle Elemente des anderen 
Systems umwandelt. Es bilden in Gg die drei Elemententripel ^r^, x^^x^) 
femer ^4, x^^ Xq^ endlich x^^ Xg, Xq je ein solches System. Lässt eine 
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ibstitation ä?^ auf Xj^ folgen, so wird sie x^ und x^ in x^ und Xq oder in 
und x^ übergehen lassen; lässt eine Substitution x^ ungeändert, so 
inn sie nur x^ und x^ ungeäudert lassen oder untereinander vertauschen, 
i der ersten Gruppe G^ bilden x^ und x^ ein solches System und x^^ x^ 
bs zweite. Jede Substitution dieser Gruppen kann somit dadurch gebil- 
it werden, dass man zuerst die Systeme in gewisser Weise unterein- 
ider vertauscht und dann die Elemente jedes einzelnen Systems unter 
sh umsetzt. Es kann G^ demnach nicht die Substitution {^lOC^ipc^x^ 
ithalten; G^ ist daher nicht alternierend. 

Diese Verhältnisse betrachten wir eingehender. 

§ 70, Eine einfach transitive Gruppe heisst imprimitiv, 
enn ihre Elemente in Systeme von gleich vielen Lettern Xx derart 
ageteilt werden können, dass alle Substitutionen der Gruppe die Ele- 
ente eines Systems immer wieder nur durch alle Elemente desselben 
ler eines und desselben anderen Systems ersetzen. Die Substitutionen 
ir Gruppe können also derart ausgeführt werden, dass man zuerst 
ir System vertauschungen vornimmt, und dann nur Elementenvertau- 
hungen innerhalb jedes einzelnen Systems zulässt. 

Ist eine ein&ch transitive Gruppe nicht imprimitiv, so möge sie 
rimitiv heissen. 

Die Potenzen einer Cirkularsubstitution eines Primzahlgrades (oder 
as dasselbe ist, einer Primzahlordnung) bilden eine primitive Gruppe. 

Die Potenzen eiuer Cirkularsubstitution von zusammengesetztem 
rade bilden eine imprimitive Gruppe. Die Systeme der Elemente 
)imen hierbei stets auf mehrere verschiedene Weisen gewählt wer- 
in. So kann man bei 

Cr= [1, \XiCC^X^Xj^X^<IOq) ^ \p^i^a*^bJ v^2^^*^6)^ ip^i'^v 1*^2*^5) (^3*^6/7 

\Xi X^Xq) \X2 ^4,^e) ) (^1 ^6 ^6 ^4^3 ^2)] 

itweder zwei Systeme von je drei Elementen bilden x^, x^, x^ und 
, a?4, Xqj oder drei Systeme von je zwei Elementen x^^ x^^ dann ajg, x^ 
id endlich ajg, Xq. Es gilt hier der Satz, dessen Beweis wir seiner 
nfachheit halber übergehen können: 

Iiehrsatz X. Ist bei einer imprimitiven Gruppe die Ein- 
ilung der Elemente in Systeme auf zweierlei Art möglich, 
kanii man eine dritte Einteilung dadurch herleiten, dass 
m alle Elemente, welche ein System der ersten mit einem 
'steme der zweiten Einteilung gemeinsam hat, zu einem 
uen Systeme der dritten Einteilung vereinigt. 

Zu beachten ist dabei nur, dass ein einziges Element kein Sy- 
»m in unserem Sinne zu konstituieren im Stande ist. 
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§ 71. Wir können die Substitutionen einer imprimitiven GrappHf; 
folgendermassen in eine Tabelle einreihen. Die erste Zeile enthalt 
alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ungeändert lassen und also nur die Elemente innerhalb eines jedot 
Systems vertauschen dürfen. (Je nach der Wahl der zu Grunde ge- 
legten Einteilung in Systeme kann diese Zeile verschieden ausfaHen.) 

Wir bezeichnen die darin vorkommenden Substitutionen durch 

ö j = Ij Ö2J S^y ••• Sm» 

Dem Begriffe der Transitivität gemäss (denn Primitivität und Impri- 
mitivität bestehen nur bei einfach transitiven Gruppen) giebt es eiiw 
Substitution (Jg, welche ein Element eines Systems in ein solches eines 
andern und damit die Systeme überhaupt in gewisser Art untereinander 
vertauscht. Wir bilden als zweite Zeile 

"2 ) ^2 " 2 ? ^3 ^2 j • • • ^"* ^2 
und beweisen: 1) alle Substitutionen dieser zweiten Zeile lassen die ] 
Systeme in derselben Weise aufeinander folgen wie ö^'^ denn jedes 
Sa lässt sie ja ungeändert; 2) alle Substitutionen, welche die Systeme 
so aufeinander folgen lassen wie (Jg, stehen in dieser Zeile; denn thut 
es r, so wird r^^g"^ ^^® Systeme nicht ändern, demnach »-«« ^^^ 
und r wird = 5a ^2 5 3) ^11® Substitutionen der zweiten Zeile sind von 
einander verschieden, und 4) von denen der ersten Zeile. 

Giebt es eine neue Substitution (?3, welche eine andere Vertauschung 
der Systeme nach sich zieht, so giebt sie die Veranlassui^ zur Bil- 
dung einer dritten Zeile, von welcher sich dieselben Eigenschaften 
nachweisen lassen u. s. w. 

Lehrsatz XI. Besitzt die imprimitive Gruppe G eine Unter- 
gruppe 6ri von der Ordnung w, welche die einzelnen Systeme 
nicht untereinander vertauscht, so ist die Ordnung r von ff 
gleich m.q. Dabei bedeutet q einen Teiler von /li!, (i die An- 
zahl der Systeme. 

§ 72, Wir betrachten die Ordnung m von 6?^ etwas genauer. Da 
Gl kein Element eines Systems in ein Element eines anderen über- 
führen darf, so ist es intransitiv. Die Anzahl der einzelnen transitiv 
untereinander verbundenen Elemente ist gleich der Anzahl der Ele- 
mente der Systeme, also für jedes xx dieselbe und zwar ein Teiler 
von n. Es sei t eine beliebige Substitution von 6r; dann bilden wir 

t-^G^t-^K 
Das Resultat ist eine Untergruppe von 6r, welche G^ ähnlich ist und 
die Systeme nicht mit einander vertauscht; es ist also G^ selbst. Be- 


Viertes Kapitel. Transitivität und Primitivität etc. 79 

rächten wir jetzt aus G^ nur diejenigen Bestandteile der Substitu- 
Lonen, welche die Elemente des ersten Systems der Imprimitivität 
nter einander vertauschen, so bilden diese eine Gruppe fi^; ebenso 
lögen die Bestandteile der einzelnen Substitutionen von (r^, welche 
lie Elemente des a*®° Systems der Imprimitivität enthalten, die Gruppe 
3« bilden. H^ und Ha sind einander ähnlich. Denn wenn x\ ein 
Slement des ersten, x^^"^ ein Element des a*®^ Systems der Imprimitivi- 
aX ist, dann giebt es in der transitiven Gruppe G eine Substitution ^, 
welche 5i^*^ auf s\ folgen lässt, und damit alle Elemente des «*®^ auf 
lie des ersten Systems. t~^G^t wandelt folglich die Bestandteile der 
Substitutionen von G^ so um, dass die Gruppe H^ in Ha transformiert 
wird. H^ und Ha sind einander demnach ähnlich; die Ordnung des 
fl bezeichnen wir mit /. 

Existieren fi Systeme der Imprimitivität und daher {i Gruppen 
flj^ Jffg, ... jBT^, so wird G^ eine Untergruppe von 

werden. F hat die Ordnung r'''; die Ordnung von G^ ist ein Teiler 
Hervon. 

Lehrsatz Xn. Besitzt die nicht primitive Gruppe G ^ 
Systeme der Imprimitivität, so ist die Ordnung r von G ein 

Teiler von ft! ( - ! ) • Die Ordnung einer imprimitiven Gruppe 

des Grades n hat als Maximalzahlen ihrer Ordnung 

Kl')' ''&)' ^-d')"- 

§ 78. Hinsichtlich der Konstruktion imprimitiver Gruppen können 

wir folgendes aussagen. Wir wählen eine beliebige Gruppe von - 

Elementen x\, x\j x\^ ..., welche H^ heissen mögen; ihre Ordnung 
Sei r\ Aus ft— 1 anderen Systemen von Elementen x'\^ x'\^ ic^'g, ...; 
*%, x"'^^ ^'"s) ••• werden fi—1 neue Gruppen H^^ JSg, ... J?^« gebildet, 
Welche sämtlich dem JS^ ähnlich sind. Endlich seien Sj}"\ Sg^"^, ... die 
Substitutionen von Ha und 

r= {fii, H^j ... Hf^}' 
Die Ordnung der intransitiven Gruppe F ist r'". 

Aus ft anderen Elementen 2/i5 2/2? ••• %< werde jetzt weiter eine 
3eliebige transitive Gruppe K konstruiert; ihre Ordnung sei r^; ihre 
Substitutionen mögen t^, ^, ... tr^ heissen. Dann ist 
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eine intransitive Gruppe aus n + fi Elementen. Wir wollen aber in 
dem Ausdrucke von G die Substitutionen von K symbolisch auffassen: 
Die Umstellung der Elemente ^i, ^2? ••• y^" soll durch die entsprechende 
Vertauschung der oberen Indices der x\^ x\^ ... x^\^ x^\^ ... ersefast 
werden. Ist z. B. 

«'i = lj k^iViV^y^)^ öo ^ird s\t^=^{x\x^\x^^^^{x\x^\x^^^^..,^ 
indem s\=^{x^^{x^^{x^^ ... das Element x\ ungeändert lässt, t^ aber 
den oberen Index verschiebt u. s. f.; ebenso wird für 

^ 2 "^ (^ 1^ 2^ s)) ^ 8^(^ 1^ 2)7 ^i'^Vfiy^)') 

* 2* 3*s — y*" 1*^ 2j \r i"*" 8**' 8*^ 1/ 
werden, wie leicht ersichtlich ist u. s. f. 

Unter dieser Voraussetzung wird G eine imprimitive Gruppe von 
n Elementen, die sich in fi Systeme der Imprimitivität verteilen. Die 
Ordnung derselben ist r^^r^^'.r^. 

Dies folgt daraus, dass 

h-^rtx^r 

wird, so dass es nur r'^ Substitutionen giebt, welche die Systeme 
nicht umstellen, und r^ verschiedene Systemfolgen, gemäss den r^ Sub- 
stitutionen tx von K. 

Wenn umgekehrt eine imprimitive Gruppe gegeben ist, und <y^ be- 
deutet eine Substitution derselben, so kann man aus (i neuen Elementen 
Vii Vit ••• 2//' ®^^® Substitution ts^ konstruieren, welche die y so um- 
setzt, wie 09 die Systeme. Verfahrt man so bei allen Substitutionen 
der Gruppe, dann erhält man ein System t^^ t^y ...; diese bilden eine 
transitive Gruppe. Alle ^»ts^^ liefern, symbolisch aufgefasst, Substi- 
tutionen, welche die Systeme nicht mehr vertauschen; sie bilden eine 
intransitive Gruppe F^, bei der die einzelnen Systeme intransitiver 
Elemente gleich gross sind. F^ hat die Eigenschaft, sich bei der 1 
Operation tx~^r^tx zu reproduzieren. Dies reicht hin, um von ihr aus 
zu G zu gelangen. Die oben angegebene Konstruktion von F ist also 
nicht allgemein genug; doch sind in der nach jener Vorschrift kon- 
struierten Gruppe 6r alle imprimitiven Gruppen von n Elementen mit 
ft Systemen der Imprimitivität enthalten. 

§ 74, Jetzt wollen wir den Einfluss untersuchen, den die Primi- 
tivität auf eine transitive Gruppe ausübt. Wir knüpfen dabei an die 
Lehrsätze VIII) und IX) dieses Kapitels an, indem wir, in gewissem 
Sinne jene erweiternd, den Satz aufstellen: 

Lehrsatz xni. Enthält eine primitive Gruppe eine der 
beiden Substitutionen 


Viertes Kapitel. Transitivität und Primitivität etc. 8 1 

^=^{x^X2Xq) oder r^ (0)^X2)^ 

> umfasst sie im ersten Falle die alternierende, im zweiten 
le symmetrische Gruppe. 

Wir werden diesen Satz als einen Spezialfall des folgenden an- 
^hen und beweisen: 

IiehrsatB jlly. Enthält eine primitive Gruppe eine Cir- 
lularsubstitution s der Primzahlordnung p^ so enthält sie 
dne ßeihe ähnlicher Substitutionen 

"Ij "2? ^8J ••* ^^1 ••• ^^* — i> + l 

derart, dass si die Elemente x^y x^^ x^^ ... Xp^i] Xp^x^i enthält. 
Dabei können rrj, x^^ ... Xp—i beliebig gewählt werden. 

Gemäss Kapitel 2 Lehrsatz VI) und IX) erhält man dann für 
|)=2, 3 aus dem letzten Satze den darüberstehenden. 
Wir wenden uns zum Beweise von Lehrsatz XIV). 
Die primitive Gruppe G soll eine Substitution s enthalten, welche 
durch einen einzigen Cyklus von der Primzahlordnung p gebildet wird. 
Wir transformieren s durch alle Substitutionen der Gruppe und er- 
halten dadurch eine Reihe ähnlicher Substitutionen 5, s\ 5", ... s^*\ ... 
Diese setzen bereits alle Elemente von G miteinander in Verbindung, 
80 dass J?= {s, s\ ... «(*'>, ...} transitiv ist. Denn wäre dies nicht 
der Fall, dann mögen x^^^ ... Xk alle die Elemente sein, welche in H 
mit dem Elemente x^^ verbunden auftreten, während 1^ ein neues Ele- 
ment sein soll. Transformiert man nun s, s\ s^\ ... durch eine der 
Substitutionen, welche auf ein Xx folgen lassen 1^, so wird dadurch an 
Stelle von xx das neue Element Ij treten. Soll dies nicht mit den 
fl^üheren in Verbindung stehen, so müssen gleichzeitig alle Xi^ x^^ . . . Xk 
durch neue Elemente li, Ig? ••• S* ersetzt werden. Erschöpfen die Xx 
mid die |i noch nicht alle vorhandenen Elemente derart, dass etwa 
noch ein rj^ vorkommt, so giebt es eine Substitution, welche a^j durch 
H ersetzt; denn G ist transitiv. Transformiert man s, 5^, 5", ... durch 
diese Substitution, so geht H in sich, alle xx gehen in neue Ele- 
mente über Vi^ V2^ "• %" Diese sind sämtlich von den ^x verschie- 
den; denn wäre dies nicht der Fall, so würden mehr als Je Ele- 
mente Si, I2» ••• Sjt, Vii Va) ^/5j •.. durch 5, s', s^\ ... in Verbindung 
stehen; transformierte man nun durch den reciproken Wert einer 
Substitution, welche alle xx in alle ^i überführt, so würden die i^^, 
5«, 1;^,... in Elemente umgewandelt werden, welche auch noch mit den 
Xi in Verbindung ständen; das ist nicht möglich. So kann man weiter- 
gehen imd erkennt, dass aus unserer Annahme die Imprimitivität von 

Ketto, 8iil»8titiitionentheorie. 6 
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6r folgen würde. Demnach hängen durch 5, s\ s", ... s^^\ ..•bei 
alle Elemente der Gruppe zusammen. 

Wir greifen jetzt aus der Reihe s\ s", s"\ ... eine Substitutwi; 
heraus, welche einige Elemente mit s gemeinsam hat und andere mm] 
mit denen von s in Verbindung setzt. Nach der obigen Überlegoog 
giebt es derartige Substitutionen; s* sei eine solche. Sollten nun ii 
dem Cyklus von s^ mehrere neue Elemente auftreten, so kann um 
in einer passend gewählten Potenz s^^ zwei von diesen aufeinaiite 
folgen lassen. In s'— "ss'" wird dann, wie man leicht erkennt, iu 
zweite der neuen Elemente und überhaupt jedes neue, welches auf ein 
anderes neues folgt, wegfallen; dagegen jedes neue, welches auf em 
altes folgt, bleiben; die Transformierte s'~"ss'" hat somit auch noch 
neue Elemente mit denen Yon s in Verbindung gebracht, aber weniger 
als s\ Ist etwa 

SO wird 

Enthält die Transformierte noch immer mehr als ein neues Element, 
so kann man nach derselben Methode fortfahren, bis man auf eme 
Substitution gekommen ist, welche jp — 1 Elemente mit s gemeinsam 
hat und nur ein neues enthält. Im obigen Beispiel wäre zu nehmen 

t^ = {X^X^X^ {X^X^X^ ix^XaX^^ t-^S t^ = {x^X^XaX^X^X^X^X^X^. 

(Es ist hier absichtlich die Ordnung von 5 gleich 9 gewählt worden, 
um zu zeigen, dass die Ordnung, wie unser Lehrsatz es Yoraussetst^ 
eine Primzahl sein muss. Denn t^ zerfällt hier in drei Cyklen, und 
es hätte leicht eintreten können, dass einige dieser Cyklen nur fremde, 
alle andern nur frühere Elemente enthalten hätten; dann würde eine 
Transformation zu nichts geführt haben.) 

5 = 5i möge die Elemente x^y x^^ ... aJp— 1, Xp und die neu kon- 
struierte Substitution, welche s^ heissen mag, die Elemente iCi, a?!, ...0^-1, 
Xp^i enthalten. Man kann in derselben Weise weiter fortfahren, in- 
dem man eine neue Substitution bestimmt, welche mit den Ele- 
menten von s^ oder s^ neue verbindet. Es möge z. B. s\ mit 8^ die 
jp— 1 Elemente rCg, rCg, ... rcp— 1, Xp gemeinsam haben und das neue 
Element Xp^^ einführeu. Nimmt man dann s\^ so, dass in dieser 

^Potenz a:^ auf a;p+ 2 folgt, und bildet man s^f"s^s\^^ so wird in dieser 
'^ansformierten das Element Xp weggefallen sein. Man erhält also, 

beidei diese Substitution Sg benannt wird, 
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«1 mit den Elementen x^^, x^^ ... Xp—i'^ Xp^ 
Sg „ „ „ a?i, rTgj ... Xp—i\ Xp^i^ 

Sg „ „ „ a?i, ajg, ... ^j9— 15 ^jj+sj 

and kann so fortgehen, bis alle Elemente erlangt sind. 

Es bleibt noch der Beweis für den letzten Teil des Satzes zu 
ftQiren, dass die Wahl von x^^ x^j ...Xp^i eine willkürliche ist. Jeden- 
blls enthält eine Substitution ^^ der Reihe s^, ^, Sg, ... eins der ver- 
langten Elemente. Diese wähle man zum Ausgangspunkt einer Reihe 
[ ^u ^%i ^8» •••; ^®i welcher das geforderte Element in allen a auftritt. 
Eine der Substitutionen % der Reihe (Jj, 6^^ ^a, ••. enthält ausser 
diesem ein zweites der vorgeschriebenen Elemente; r^ wähle man zum 
Ausgangspunkt einer neuen Reihe r^, Tg, Tg, ..., welche in jeder Sub- 
stitution bereits zwei der verlangten Elemante hat. So gehe man fort, 
bis alle p—1 vorgeschriebenen Elemente erhalten worden sind. 

§ 76* Iiehrsatz XV. Enthält eine primitive Gruppe eine 
Cirkularsubstitution der Primzahlordnung jp, so ist sie min- 
destens (w— jp-f l)-fach transitiv.. 

Durch diesen Satz wird der Einfluss des Mangels der Imprimiti- 
vüät auf transitive Gruppen klar gelegt; Imprimitivität ist eine Eigen- 
schaft einer Gruppe; Primitivität ist nur der Mangel derselben, welcher 
der Gruppe dadurch einen allgemeinen Charakter verleiht, dass er spe- 
suelle Beziehungen ausschliesst. 

Es seien s^y $2 die beiden im vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Substitutionen. Diese bilden eine zweifach transitive Gruppe. Denn 
ist zuerst die Folge XaXtXd gefordert, wo Xa auch ^Xa sein kann, dann 
leiten wir aus 5i,$2 durch Transformationen zwei Substitutionen 6^^ 6^ 
ab, von denen die erste beide Elemente Xa^ Xf, enthält, während in der 
«weiten Xt nicht vorkommt. Nun sei ^^"^{XaXbXc...), dann bestimmen 
wir tf/«=(rCca?d...) und bilden 6^6^ ^...XaXhXa... Sollte Xc in 6^ 
schon «iCd sein, so wird /3 = 0. 

Ist zweitens XaX^^ XaXe gemäss der zweifachen Transitivität gefor- 
dert, 60 wählt man o^ so, dass es Xd nicht enthält, 6^ wie soeben; 

dann wird ^^^{XaXb..^, a^^ ^^ (xaXe . . .) und 0/.a2''^'*'^a^f>'"'^<'^«*" 
werden. 

Ebenso lasst sich zeigen, dass die aus $i, s^^ s^ gebildete Gruppe 
dreifach transitiv wird. Wird nämlich gefordert, dass die Folgen 
XaXbj XeXa, x^X/ in einer Substitution vorkommen, so konstruiert man 
aas ^9 ^9 % durch Transformationen 6^^ ^29 ^s ^^) ^^^^ ^s "^^^^r Xf, 
noch Xd enthält, während Xa^ Xt\ Xc^ Xa in ^1, 6^ vorkommen. Dann 
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kann man in der aus a^, (Xg gebildeten zweifach transitiven Gruppe 
die Folgen XaXi^ und XcXd in einer Substitution hervorrufen; durch eine 
geeignete Potenz von (Jg, welche dieser Substitution angefugt wird, 
ändern sich diese Folgen nicht und XeXf tritt hinzu. 

So geht es in gleicher Weise weiter; da w—jp+l Substitutionei 
vorhanden sind, so folgt der ausgesprochene Satz. 

Wir kombinieren dieses Resultat mit demjenigen von § 67 Leb- 
satz VII). Dort zeigte sich, dass der Index der Transitivität i 


Wert q^ + 1 nicht überschreiten kann, ohne dass die Gruppe alternierend 


oder symmetrisch wird. Da nun eine Cirkularsubstitution von p 
menten bei einer primitiven Gruppe Ä>w— jp+1 hervorruft, so würde 

aus w— 2) + l>^+l oder|)<-^ folgen, dass die gegebene Gruppe 

die alternierende in sich schliesst. Man erkennt also: 

Lehrsatz XVI. Enthält eine transitive Gruppe des Gradesn 

2n 

eine Cirkularsubstitution der Primzahlordnung j)< -5-, ohne 

o 

dass sie die alternierende Gruppe enthält, so ist sie impri- 
mitiv. 

§ 76. Wir können den Gang des Beweises aus dem vorigen P^ 
ragraphen benutzen, um den folgenden, dem Lehrsatze XV) verwand- 
ten Satz zu beweisen: 

Lehrsatz XVn. Enthält eine primitive Gruppe des Grades 
n eine Ä(>2)-fach transitive Untergruppe des Grades g, so 
ist die erstere Gruppe mindestens (w — g + Ä)-fach transitiv. 

Ist (ti die /c-fach transitive Untergruppe des Grades q mit den 
q Elementen x^^ ^2? ••• ^9—1? ^9? so können wir durch Transforma- 
tion von G^ durch alle Substitutionen von G eine Ileihe von Grnp- 
pen ableiten, die dem G^ ähnlich sind und so beschaffen sein werden, 
dass F= { 6ri , Gg , . . . } bereits alle Elemente in Verbindung bringt 
Denn wäre dies nicht der Fall, so könnte man wie oben die Impii- 
mitivität von G beweisen. Femer lässt sich zeigen, dass man der 
Gruppe Ga die Elemente x^^ ^2> ••• ^9—1? ^q-\-a—i geben kann. 

Ist nun G^ eine Ä-fach transitive Gruppe, so wird {ö^, G^] min- 
destens (Ä;+l)-fach transitiv, wie die obige Beweisführung ergiebi; 
|6ri, 6r2) ^3} mindestens (Ä: + 2)-fach transitiv u. s. f., bis man znr 
(n — g + Ä)- fachen Transitivität der Gruppe G selbst gelangt. 

§ 77. Wir haben in § 71 eine Tabelle entworfen, in welcher die 
Substitutionen einer imprimitiven Gruppe untergebracht waren. Die 
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erste Zeile enthielt diejenigen Substitutionen derselben, welche die 
einzelnen Systeme der Iraprimitivität nicht mit einander verband und 
ako nur die Elemente jedes Systems unter sich vertauschte. Diese Sub- 
stitutionen bildeten daher eine Untergruppe G^ von G. Von dieser 
Untergruppe 6rj haben wir eine wichtige Eigenschaft nachgewiesen. 
Es zeigte sich, dass ^-iQj+i^Q^ 

wird; dass sich also (t^ bei der Transformation durch eine beliebige 
Substitution t von G reproduziert. Wir können dies auch durch die 
Schreibweise q^iq^q^q^ oder G^G^GG^ 

ausdrücken, wobei aber hervorzuheben ist, dass diese nur eine Eigen- 
schaft von Gj, aber nicht eine solche von G aussagt; denn es ist selbst- 
verständlich, dass G{~^GG^ = G ist, da alle Substitutionen der linken 
Seite in G enthalten sind. 

Wir machen nun im Anschluss an diese Bemerkungen folgende 
Festsetzungen: Wir nennen 

1) «1, «2 vertauschbar, wenn s^.s^^s^.s^ ist; 

2) Si mit fi^ vertauschbar, wenn s^H=Hsy^ ist; 

3) H mit G vertauschbar, wenn JS.G^G ,H ist. 

Sollte im letzten Falle H eine Untergruppe von G sein, so drückt 
die Gleichui^ H.G = G.H nur eine Eigenschaft von H aus. Wir 
nennen H dann eine ausgezeichnete Untergruppe von G. 
Als Beispiele hierfür mögen gelten: 

1) {x^x^x^x^ ist mit {XiX^{x^x^ vertauschbar; jede Potenz s" 
einer Substitution ist mit jeder anderen Potenz s^ derselben Substitu- 
tion vertauschbar. 

2) Ä = [1 , {x^ x^ {x^ x^ , {x^ x^ {x^ x^ , {x^ x^ {x^ x^] ist mit jeder 
Substitution der vier Elemente rr^, ojg, x^^ x^ vertauschbar; die alter- 
nierende Gruppe von n Elementen ist mit jeder Substitution derselben 
Elemente vertauschbar. 

3) H ist nait der symmetrischen Gruppe der vier Elemente x^^ 
^2, x^j x^ vertauschbar; die alternierende Gruppe von n Elementen ist 
mit der symmetrischen vertauschbar; oder, die alternierende ist eine 
ausgezeichnete Untergruppe der symmetrischen. 

§ 78, Mit diesen Festsetzungen können wir auf ein im zweiten 
Kapitel behandeltes Thema, auf die Bildung von Substitutionengruppen 
zurückgreifen (§§ 37, 38). 

Alle Substitutionen von n Elementen, die mit einer ge- 
gebenen Substitution derselben Elemente vertauschbar sind, 
bilden eine Gruppe. Denn wenn man hat 
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daon folgt daraas, dass auch 

wird, so dass sich auch ty^.t^ unter dem Substitutionenkomplex findet 

Alle Substitutionen von n Elementen^ die mit einer ge- 
gebenen Gruppe derselben Elemente vertauschbar sind, bil- 
den eine Gruppe, welcher die gegebene als ausgezeichnete 
Untergruppe angehört. 

Denn aus ^_i^^^_^^ ^-iq^^^q 

Enthalten zwei Gruppen G und H ausser der Einheit 
keine gemeinsamen Substitutionen, und sind G und H mit 
einander vertauschbar, so wird die Minimalgruppe 

K=-[G,H} 

als Ordnung das Produkt der Ordnungen von G und von H 
besitzen. 

§ 79, Eine ausgezeichnete Untergruppe einer transitiven 
Gruppe enthält alle Elemente derselben. Denn wäre H=G~~^EG 
eine ausgezeichnete Untergruppe der transitiven Gruppe G, enthielte 
H das Element x^ nicht, und führte Sx aus G dieses Element nach ^i) 
so enthielte sx^^Ssx an Stelle von x^ jetzt nicht mehr Xi*^ da aber 
jene Transformierte =H ist, so enthielte H weder x^ noch Xi^ d.h. 
überhaupt kein Element, da der Index k beliebig ist. 

Ist eine ausgezeichnete Untergruppe jBT einer transitiven 
Gruppe G intransitiv, so ist G imprimitiv und H verbindet 
nur die Elemente der einzelnen Systeme der Imprimitivität 
unter sich. Denn gehört x^ einem Systeme der Intransitivität in R 
an, Xx einem zweiten und ist Sx eine Substitution aus 6r, welche xi 
auf x^ folgen lässt, so wird sx^^Ssx an die Stelle von x^ das Element 
Xx setzen und an die Stelle aller mit Xj^ transitiv verbundenen alle, 
welche durch H mit Xx transitiv zusammenhängen. Da jene transfor- 
mierte Gruppe «fi'ist, so erkennt man die Richtigkeit des Ausspruches.* 

§ 80. Besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe jff, die von der 
Einheit verschieden ist, so heisst G zusammengesetzt; findet dies 
nicht statt, so heisst G einfach. Existiert neben H keine ausgezeich- 
nete Untergruppe K von (r, von welcher H Untergruppe ist, so heisst 
H eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe. 

* Vergl. das Verhältnis von F und ö^ in § 76. 
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nicht angehörten. Die Gruppe G\ kann ebenso behandelt werden; 
führe auf g'25 ^'sj ••• ^V* ^^ ^^^^^ jedes 

gesetzt werden. '"^^^"^^ ^'^"^ ^" -*'"*'' 

Das Produkt 5«- V^-^s««'^ = ««""^«'/^■"^Sas'/*) = (5«""*s'yy~"^5a) . s!fi ge- 
hört seiner zweiten Form halber zu G^*^ denn wegen 

G-^G^G = G^ ist 5'^-^5a5'^ = Sy, 

und also wird das obige Produkt ^-Sa^^^j,; es gehört der dritten Form 
halber zu G\\ denn wegen 

G-^G'^G = G\ ist Sa-^äf-^Sa = s'y, 

und daher wird das obige Produkt = äy . s'^. Folglich gehört das Pro- 
dukt zu der Gruppe F, welche G^ und G\ gemeinsam haben: 

Insbesondere erhalten wir, da die 6 zu den s und zu den ä gehören, 

Hieraus folgt, dass die Substitutionen der Form %a9>ßOy eine Gruppe 
bilden; denn man hat durch wiederholte Anwendung der Gleichungen B) 

Die Gruppe ® der Substitutionen ^a^^ß^y ist mit ff vertauschbar, 
denn es ist 

G-^{^!;^\6^)G^ G-^^-,G .G'-H\a^^G^Sa.ä ß = ^y66 .§>\6,^iyi\6^ 

Die Gruppe ® ist umfassender als ff^ und als ff'^; sie ist in ff ent- 
halten; also ist sie nach den Voraussetzungen über ff^ und G\ mit 
ff identisch. 

Die Ordnung von % ist gleich xy.]/'^ denn es ergiebt sich aus 
^Jlb^c'='^a^^ß^y leicht a^a^ i = ßf c=y. Folglich wird auch die 
Ordnung von ff gleich xyj/^ und da 

Durch dieses letzte Resultat haben wir die Ordnung von F, nam- 

T T f^ 

lieh X = —j- «= -^ = ^ kennen gelernt. Es lässt sich von F weiter 

zeigen, dass diese Gruppe in eine der Reihen, die zu ff^ (und dann 
auch ebenso zu ff'^) gehören, einrangiert werden kann, da sie eine 
ausgezeichnete Maximaluntergruppe von ff^ und von ff'^ ist Denn zu- 
erst ist r, als Teil von G\ mit ff^ , und femer als Teil von ff^ mit ff'i 
vertauschbar; man hat daher 
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da aber die linke Seite der ersten Gleichung völlig der Gruppe G^ 
Euigeliörty so findet dasselbe auch rechts statt; ähnlich steht es mit 
der zweiten Gleichung; also ist 

Gr^ ra, = r; a^- ^ rG\ = r. 

Ausserdem lässt sich zeigen, dass zwischen G^ und F keine zu G^ 
yertauschbare Gruppe besteht, welche F umfasst. Wäre eine solche 
H mit den Substitutionen ta vorhanden, so wäre nach A) 

tcT^^ß^^taäß ^ <yy, also ^ß-Ha^ß =- ta . tcT^^ (T^taS^ ß = ^«^7 == ^<^> 

d.h. es wäre IL auch mit G\ vertauschbar, und da G sich aus den 
Substitutionen von G^ und G\ zusammensetzt, so wäre H auch mit G 
^ertauschbar. 

Setzt man nun die ^\^ ^'3, ... mit den ta zusammen, so bilden 

die ^^atß eine Gruppe; denn nach A) hat man, da F in J? und in G^ 

enthalten ist, (^r^^^^ ^^^^^^^ _ ^,^ ^r^^^^^ ^ ^^ _ ^ij^ 

Diese Gruppe ist mit G vertauschbar, da H und G\^ aus denen sie 

sich zusammensetzt, es sind; sie enthält 6r\, welches bereits durch die 

Substitutionen %^a^ß gebildet wird; sie ist in G enthalten, welches aus 

den ia^ß^y besteht. Daher widerspricht sie der über G\ gemachten 

. Voraussetzung, dass diese Gruppe eine ausgezeichnete Maximalunter- 

gruppe von 6r sei. Wir erhalten also das Zwischenresultat: Folgt in 

einer zu G gehörigen Reihe G^ auf 6r, in einer anderen Reihe 

(3r\ auf G^ so kann man in beiden auf G^^ respektive G\ eine 

und dieselbe ausgezeichnete Maximaluntergruppe F folgen 

lassen, welche aus allen Substitutionen besteht, die G^ und 

G\ gemein haben. Ist dabei e^ der zu G^ gehörige Faktor der 

Zusammensetzung, ^^ der zu G\ gehörige, so hat F in Bezug 

auf G^ den Faktor e'i, in Bezug auf G\ den Faktor e^. 

§ 82, Hieraus können wir leicht den zu beweisenden Satz folgern. 
Eine Reihe der zu G gehörigen ausgezeichneten Maximalunter- 
grappen sei: 

1) G^ G^i, G^2, G^3, ..., 

T T T 

Cj €^2 «53 

eine andere der zu G gehörigen Reihen sei die nachstehende: 

2) G^ G\y G\^ G\^ ..., 

^1 ^2 ^3 


ri. 
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Dann k&nn man nach dem eben bewiesenen Zwiachenresultate zwei 
neue zu G gehörige Reihen konatruieren; 

3) G, G„ r, J, H, ... 4) ff, G\, r, 

'• ''-',: "'-'ih- '' ''.-? 

und den Beweis von der Konstanz der Faktoren der ZusammensetzuDg 
bei 1) und bei 2) übertragen auf denselben Beweis bei den Beihen 1) 
und 3) einerseits und 2) und 4) andererseits; denn dass 3) und 4) die- 
selben Faktoren der Zusammensetzung liefern, zeigt der erste Blick. 

Der Nachweis für 1) und 3) und für 2) und 4) reduziert aber 
die Schwierigkeit. Denn während 1) und 2) nur in dem ersten Glieda^ 
übereinstimmten, stimmen 1) und 3) ebenso wie 2) und 4) je in dso- 
beiden ersten Gliedern Uberein. 

Der Fortgang des Beweises wird der sein, dass man in 1) nsi 
3) auf die beiden ersten gemeinsamen Glieder ff, ff^, denen eiuQial fl|, 
und einmal T folgt, zwei neue Reihen aufbaut 

1') ff, öj, ffj, @, 5, % ... 3') ff, ffi, r, @, §, 3, ... 

^1 jf ''a .J ^1 J/ *'> 

welche dieselben Kompositionsfaktoreu haben, und von denen V) aA 
1) und 3') mit 3) bereits in drei Gliedern übereinstimmen, u. s, w. 

So gelangt man zu dem Resultate; 

LehiBatz Xvni. Giebt es verschiedene zur zusammfln- 
gesetzten Gruppe G gehörige Reihen, so stimmen die Fai- 
toren der Zusammensetzung für diese bis auf ihre Aufein- 
anderfolge überein. Daher ist auch die Anzahl der Gruppen 
dieser Reihen konstant. 

§ 83. Wir betrachten zwei aufeinanderfolgende Gruppen einer 
solchen Reihe, oder, was dasselbe ist, eine Gruppe ff und eine ant 
gezeichnete Maximaluntergruppe ü von G. Es sei &•', eine von dffl 
Substitutionen der Gruppe G, die nicht auch iu li vorkommen; s'," 
sei die niedrigste Potenz von s\, welche in H bereits vorkommt, {i» 
ist gleich der Ordnung von s\ oder gleich einem Teiler derselben.) 
Ist m eine zusammengesetzte Zahl und =p.q, so setzen wir s'('=S, 
und erhalten dadurch eine Substitution s,, welche S nicht angehftrt 
und von der eine Primzahlpotenz Si^ die erste in H auftretende sein 
wird. Jetzt transformieren wir s, durch alle Substitutionen von G und 
erhalten dadurch s^, Sg, ... Si. Keine von diesen kaun S angeböien. 


r 
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Denn wäre dies bei £„— ff— 's,« der F^l, so würde öSo(J~' = 
Tratisformierte einer Substitution s« von .ff durch eine Subatitutioq« 
e~^ von G auch zu H gehören, da -H" mit G vertauschbar ist. IDind. 
widerspräche der Ännabme. Wir betrachten jetzt ''Beihe 

r=|if;S„S„...S^|. 

Diese Gruppe enthält H und ist in G enthalten. Bezeichnen wii' durch 
t eine beliebige Substitution von G, so wird 

t'^ri = t-'{H.Si''s/...}t^t-^Ht.t~'s,''t.t-'s/t... 

68 ist also r mit G vertauschbar. Die drei so bewiesenen Eigen- 
BiJiaften von F widersprechen der Annahme, dass H eine ausgeaeich- 
lete Maxi mal Untergruppe von G ist; und dieser Widerspruch lässt 
sich nur dadurch heben, dass man annimmt, es fiele F mit G zusammen. 

l Bedenkt man ferner, dass alle Substitutionen, die durch Trana- 

! formationen aus einander entspringen, einander iihnlich sind, also hier 
S|, Äj, ... Si, so erkennt man: 

I Lehrsatz XIZ. Jede Gruppe der Reihe von G ist aus der 

näehstfolgenden (oder: jede Gruppe ist aus einer ihrer aus- 
gezeiehneteuMaximaluntergruppen) durch Hinzufügung einer 
Reihe von Substitutionen ableitbar, die I) einander ähnlich 
sind, und von denen 2) eine Primzablpotenz zur Gruppe ge- 

I' ringerer Ordnung gehört. Die letzte Gruppe der Reihe einer 

iiiusammengesetzten Gruppe G wird durch eine Anzahl ein- 
ander ähnlicher Substitutionen von Primzahlordnung gebildet. 
§ 84. Hierher gehört der folgende für die Theorie der Gleichungen 
wichtige Satz: 

LebrsatK X£. Die Reibe der Zusammensetzung, welche 
zur symmetrischen Gruppe von n Elementen gebort, besteht 
äna der alternierenden Gruppe und der Einheit, wenn n>4 
Ist; die Faktoren der Zusammensetzung sind also 2 und -^-n! 
■Uifi alternierende Gruppe von mehr als vier Elementen ist 

Ieinf ac h. 
DasB die alternierende Gruppe mit jeder beliebigen Substitution 
, rertaaschbar und also ausgezeichnete Maximal Untergruppe der sym- 
metrisehen ist, erkennt man. 

Es iat weiter nachzuweisen, dass für «>4 die alternierende Gruppe 
einfach ist. Der Beweis gestaltet sieh dem in § 50 gegebenen ganz 
ähnlich, wie denn auch der dortige Satz, in die jetzige Aus drucks weise 
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übersetzt, dem obigen ähnlieh lautet, nämlich: Eine Gruppe, welche 
ilit der symmetrischen vertauschbar, also eine ausgezeichnete ünter- 
/j)pe derselben ist, wird für n>4 die alternierende werden oder 
auf die Einheit zusammenziehen. Es wird daher auch nur eine 
^e Andeutung des Beweises nötig sein. 
Es werde in der Gruppe -H^, die eine ausgezeichnete Maximal- 
untergruppe von der alternierenden Gruppe B. sein soll, eine Sub- 
stitution von möglichst geringer Elementenzahl betrachtet. Diese kann 
nicht mehr als drei Elemente in einem Cyklus haben; denn wäre 

o ' — vi 2 3 4 ' * ') 

eine solche Substitution, so transformiert man sie durch die Substitu- 
tion = (^2^3^4)) ^^® ja in BT vorkommt; S"^ . o^^sö enthält dann gegen 
die Voraussetzung weniger Elemente als ö. Ferner können die Sub- 
stitutionen geringster Elementenzahl nur einen Cyklus haben. Denn 

Sa = (x^Xc^) (x^x^ . . . oder Sß = (x^x^x^) {x^x^x^ . . . 
oder Sy ^ {x^x^{x^x^x^ ... 

in H vorkäme, so transformierte man in den beiden ersten Fällen 
durch (S^^ix^x^x^^ im letzten durch t ^ {x^^x^ {x^x^ ^ \ind es werden 
in den Produkten 

Sa*^~^SaO^ respektive s^,tr''^SßO^ 5y.ir"~^5yT 

weniger Elemente vorkommen, als in 5«, 5^, Sy entsprechend. Dies 
verletzt die Voraussetzung. Die Substitutionen geringster Elementen- 
zahl können also nur 

S-=^{XaXß)^ t=^{XaX^Xy) 

sein. Der erste Fall ist nicht möglich, da in der alternierenden Gruppe 
keine Transposition vorkommt. Der zweite Fall führt auf die alter- 
nierende Gruppe selbst zurück. 

Ist n = 4, so erhält man folgende Reihe: 1) die symmetrische, 
2) die alternierende Gruppe; 3) G^ = \l^ (^1^2) (^8^4) > (p^i^n) (p^i^i)) 
(x^x^ (x^x^)]'^ 4) 6r8 = [l, (xj^x^) (x^xj}'^ 5) 6r4=l. Der Ausnahme- 
gruppe G2 begegneten wir schon mehrfach. 

§ 86. Von gleicher Wichtigkeit für die algebraische Auflösung 
von Gleichungen wie die eben besprochene Reihe der Zusammensetzung 
einer Gruppe G ist ihre Hauptreihe der Zusammensetzung, oder 
kurz ihre Hauptreihe. Wir bilden dieselbe aus der Reihe von G 
einfach dadurch, dass wir alle und nur diejenigen Gruppen der Reihe 
zurückbehalten, welche mit G selbst vertauschbar sind. So möge 

a, -ff, J,...K, L, M, 1 
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entstehen. Die Reihe von G kann gleichzeitig Hauptreihe sein. Dies 
tritt z.B., wie wir sofort nachweisen werden, dann ein, wenn alle Fak- 
der Zusammensetzung von einander verschiedene Primzahlen sind, 
igenommen, die Hauptreihe von G stimmt nicht mit der Reihe 
.überein, dann mögen sich in der Reihe von Gj z. B. zwischen 
f^ J noch Gruppen einschieben, etwa 

r||b -ff, fij, -ffg, ... jffr — 1, «7, 

ittj dass die Mittelglieder zur Reihe, aber nicht zur Hauptreihe 
jSren. jff^ ist demnach mit H vertauschbar, aber nicht mit G. 
i)lgede88ea ist jj-^^^^^jj^^ G-^H,G^S,. 

yransformieren wir -ff^ durch alle Substitutionen von 6r, so werden 
demnach verschiedene Gruppen -ff^, H\^ -ff", ... entstehen. Diese sind 
/sämtlich in H enthalten, denn es ist 

/ ö-^H^ö^E', in a-^H(5 = H 

enthalten, wenn ö eine Substitution von G bedeutet; und weiter ist 

Ist nämlich t eine Substitution von H, so wird sich aus (J"~^r(? = t; er- 
geben ^iir-ia = t?-i (vergl. S. 37 § 36). 

Femer ist J in jeder Gruppe jff^, H\j E^\^ ... enthalten; denn 
es ist J in H^ und also 

ö-^Jö^J in a-^H^6^R\ 

enthalten. Endlich ist H\ wie H^ eine ausgezeichnete Maximalunter- 
gmppe von -ff. Denn wenn eine ausgezeichnete Untergruppe H\ zwischen 
H und W^ bestände, dann würde auf eine gleiche zwischen H und jff^ 
zu schliessen sein; man würde dieselbe aus H\ durch Transformation 
mit ö""^ erhalten, wenn B.\ aus H^ durch Transformation mit 6 
hervorgeht. 

Es folgen also in der Reihe von G auf H mehrere von einander 
verschiedene Gruppen if^, II\^,,. von gleichem Typus. Alle diese 
gehören demnach zu demselben Faktor s der Zusammensetzung; dies 
ist der .Quotient der Ordnungen von H und von H^. Dann können 
wir nach dem Zwischenresultate in § 81 die Reihe von G derart fort- 
setzen, dass wir die gemeinsamen Substitutionen z. B. von H^ und 
von S\j von H^ und von II'\^ von n^ und von H"\^ ... auf E^ 
folgen lassen. Nach demselben Resultate gehören die neuen Gruppen 
wiederum zum Paktor s. Jede von ihnen enthält J. Wir brauchen 
natürlich nur die von einander verschiedenen so entstehenden Gruppen 
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beizubehalteD. Giebt es nur eine derselben, so stimmt diese mit 
überein. Denn die Gesamtheit der Gruppe 

^1? ^\y ^"n -ö''"i, ... 
und daher auch die ihnen allen gemeinsame Gruppe ändert sich 
Transformationen durch Substitutionen von G nicht. Die Ordn 
von J wird dann aus der von H durch Division mit £* erhalten. 

Sind dagegen noch mehrere verschiedene Gruppen vorhanden, 
kann man in derselben Weise weitergehen. Die gemeinsamen Snl 
tutionen z.B. von H^^ H\^ H^\ bilden eine Gruppe, welche in 
Reihe von G auf die Gruppe folgen kann, in der alle gemeinsami 
Substitutionen von H^, H\ vorkommen. Der zugehörige Faktor 
Zusammensetzung ist wieder s. 

Nach V Schritten langt man bei J an; die Ordnung von J ent- 
steht also durch Division mit €'' aus der von H. Die letzte Stufe von 
J bilden v Gruppen -H»—!, fiV_-i, ... welche einander sämtlich ähnr 
lieh sind, zum Faktor s gehören und 

liefern. H-={H,-u ^'.-i, 5",^i, ...} 

Lehrsatz XXI. Stimmt die Hauptreihe von G nicht mit 
der Reihe der Zusammensetzung überein, sondern schieben 
sich zwischen zwei Gruppen JET, e7^ der ersteren v—l Gruppen 
jffi, H^^ . ,. Hy^i der letzteren ein, so gehören zu jff^, H^^...J 
gleiche Faktoren der Zusammensetzung s und die Ordnung 
r' von H entsteht aus der Ordnung r" von J durch Multipli- 
kation mit £\ H kann aus J erhalten werden, indem man 
mit J eine Reihe von v Gruppen jET^— i, -^'v— i, ..• vereinigt, 
die einander ähnlich und von der Ordnung r".s sind. 

Zusatz I. Eine Gruppe, deren Faktoren der Zusammen- 
jsetzung einander nicht sämtlich gleich sind, besitzt eine 
Hauptreihe. 

Zusatz n. Jede imprimitive Gruppe ist zusammengesetzt. 
Enthält dieselbe umfassendere und engere Systeme der Im- 
primitivität, so besitzt sie eine Hauptreihe. 

Zusatz m. Die Gruppen fl».— i, S\—if ^"y— i, ... sind mit- 
einander vertauschbar, d.h. es gelten die Gleichungen 

Denn man kann in der Reihe vor J die Gruppenfolge Hv-~i^^\ {JEfv_/*\ 
JSy_i^)), ... annehmen. Also ist 
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ZnsatB rv. Die letzte Gruppe M der Hauptreihe von G 
bestellt aus einer oder aus mehreren einander ähnlichen 
Gruppen, welche ausser der Einheit keine Substitutionen 

^liiteinander gemeinsam haben, und welche miteinander ver- 

HNftnschbar sind. 

Wf 

f § 86. Es ist der wichtige Spezialfall zu betrachten, dass s eine 
p'Primzahl «^ wird. 

Statt der H\ — i, W\^i^ ... führen wir die bequemeren Bezeich- 

nmigen iJ', H", H'", ... HM 

ein. Dann entsteht H' aus J durch Hinzunahme einer Substitution 
<i, bei welcher die jp*® Potenz die erste in J vorkommende ist. Wir 
können setzen (§ 83) 

Da J eine ausgezeichnete Untergruppe jeder der Gruppen H\ 
H'\ ... ist, so wird 

und wenn wir die Substitutionen von J mit %, 4? hi ••• bezeichnen 

h^h^^hh^'ihhh ^2^h'^hh*'\hhh h'^h^h^9'\hhJi '•* 
d. h. es sind die Substitutionen von H', ebenso die von if", die von 
H"' XL s. w. unter sich bis auf Substitutionen von J vertauschbar. 

Da man, um von J rückwärts zu H zu gelangen, die Substitu- 
tionen z. B. von H' und von H" in eine Gruppe vereinigen kann 
(§ 81), so ist (§ 85, Zusatz HI) 

folglich durch Kombination beider Resultate 

h h h — «'1 *n 

Die linke Seite dieser Gleichung ist eine Substitution aus H\ die 
rechte ist eine solche aus H". Da beide Gruppen nur die Substitu- 
tionen von J gemeinsam haben, müssen die Potenzen von ^ und von 
t^ verschwinden, d.h. es muss sein a=l, /3 = — 1 und 

(ßi h) (k h) = (^2 h) (k h) ' h j 
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Also sind die Substitutionen der aus eT, t^^ t^ gebildeten Gruppe unie^ 
einander bis auf Substitutionen von J vertauschbar. Dasselbe folgt 
für die aus J^ ^i, ^3 und für die aus e/, f^, t^ gebildete Gruppe, Bl80^ 
auch für die Gruppe \J^ f^, fg, t^) u. s. w , also schliesslicli auch ftr 
H selbst. (Zu bemerken ist, dass § 85 Zusatz III) bei weitem weniger 
aussagt; denn dort handelt es sich um Vertauschbarkeit von Gruppen, 
hier um die Vertauschbarkeit der einzelnen Substitutionen,) Je zwei 
Substitutionen von H sind untereinander bis auf eine Substitution von 
J vertauschbar, welche als Faktor dazutritt. 

Wir werden die ümkehrung dieses Satzes beweisen: Sind je zwei 
Substitutionen von H bis auf eine Substitution von J gegen einander 
vertauschbar, so ist e eine Primzahl. Ja, dies findet sogar schon 
statt, wenn die Substitutionen von IV untereinander bis auf solche 
von J vertauschbar sind. Steht dies nämlich fest und wäre gleich- 
zeitig s eine zusammengesetzte Zahl, so mögen g, q\ g", ... ihre 
Primfaktoren sein. Wir wählen aus H\ eine Substitution t aus, die 
nicht schon in J vorkommt und gemäss § 83 Lehrsatz XIX) gewählt 
ist. Dann wird z. B. ^ die niedrigste Potenz von t sein, welche in 
J auftritt. 

Transformieren wir nun 

so wird der Voraussetzung nach t^H' = H^^J sein, also 

werden. Die Gruppe { ^, J} ist also eine ausgezeichnete Untergruppe 
von ü', welche J enthält und umfassender ist als J. Sie ist femer 
in H' enthalten und weniger umfassend als diese Gruppe. Denn, weil 
t mit J vertauschbar ist, hat man nach §§ 37, 38 die Ordnung von 
[tjJ) gleich r'\q<Cr"s zu setzen. Dies geht gegen unsere Annahmej 
dass J in der Reihe von 6r unmittelbar auf if ' folgen solle. 

Lehrsatz XXII. Wenn in der Hauptreihe der Zusammen- 
setzung von G die Ordnung r' von H aus der Ordnung r" von 
J durch Multiplikation mit p" abgeleitet werden kann, wo- 
bei die Primzahl p der Faktor der Zusammensetzung für die 
Gruppen der zugehörigen Zwischenglieder ist, dann sind die 
Substitutionen von H bis auf solche von J gegen einander ver- 
tauschbar; und wenn dies eintritt, dann sind umgekehrt alle 
Paktoren der Zusammensetzung für die Gruppen zwischen H 
und J gleich einer Primzahl p. 
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% 87. Wir beiarachteu zwei Gruppen G und F; jeder Substitution 
von G mögen eine oder mehrere Substitutionen von F zugeordnet 
werden können und umgekehrt jeder von F eine einzige von G derart, 
dass jedem Produkte zweier Substitutionen der einen das Produkt der 
entsprechenden Substitutionen der anderen Gruppe zugeordnet erscheint. 
Ist je einer Substitution von G nur eine von F zugeordnet, so neimen 
wir diese Beziehung einstufigen Isomorphismus, sind einer Substi- 
tution von G mehrere von F zugeordnet, mehrstufigen Isomor- 
phismus.* 

Beispiele. Ist G = [l, {x,x,)], 

r=[l, (I»y(l,l4); aS8)(S,0, (IxlJCfeS,)], 
SO ist 6r zweistufig isomorph zu F derart, dass die beiden ersten Sub- 
stitutionen von F der Substitution 1 von 6r, die beiden letzten von 
P der Substitution Qc^x^) von G entsprechen. 
Ist 

r-n, (lil.), (liS,), (fei,), (Sifel.), (Iifeli)], 

so findet zwischen G und F einstufiger Isomorphismus statt; man kann 
•jede Substitution von G der an entsprechender Stelle bei F stehenden 
zuordnen. Multipliziert man zwei Substitutionen von G und die ent- 
sprechenden von F, so entsprechen sich auch beide Produkte. 

§ 88. Sind G und F einstufig isomorph, so haben sie gleiche 
: Ordnungen. 

Ist 6r zu F mehrstufig isomorph^ und entspricht der Sub- 
[ stitntion 1 von 6r eine Reihe von Substitutionen <^i9 <'29 ^8) ••* ^//« 
[ Ton F, so bilden die letzteren eine Untergruppe von F. Denn 
^a • ^fi entspricht dem Produkte 1.1 = 1 und findet sich also wieder 
unter den o. Diese Gruppe 

2:^[<rj = l, (Tg ... 6m\ 

ist eine ausgezeichnete Untergruppe zu F. Denn bedeute t 
eine beliebige Substitution von F, welcher t aus G entspricht, so 
entsprechen sich die beiden Produkte 

t~^6aT und t~^ A .t^^l, 

I folglich gehört f^ifat wieder zu 27. 

* C. Jordan: Traitä etc. |§ 67—74. Dort »nd die Namen ,,holoedmcher" 
und „meriednBcher IflomorphinDus" eingeführt, wo wir die liezeicbnung f^ein- 
■tafig", „mefantofig" gebrauchen. 

Netto, SabatitaAioaestheorle 7 


l 
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Ist Tg eine Substitution von F, welche irgend einer von der Ein- 
heit verschiedenen Substitution s^ von G- entspricht, dann bilden wir 
eine Tabelle, deren erste Zeile 27, deren zweite 

^l'^il ^i'^2^ ^s'^S) ••• ^»»»'^2) ^'^2 

sein mag. Wir können dann wie gewöhnlich beweisen: 1) dass alle 
die Substitutionen der zweiten Zeile und 2) auch nur sie der Substi- 
tution $2 entsprechen; 3) dass sie untereinander und 4) von denen der 
ersten Zeile verschieden sind. Ist dann s^ eine dritte Substitution 
von 6r, dann lässt sich die Anordni^ng fortsetzen und man erkennt: 
Ist (t mehrstufig isomorph zu F, so gehören zu jeder Substi- 
tution von G gleichviele Substitutionen von F; die Ordnung 
von F ist m mal grösser als die von (r, wenn m den Index 
der Mehrstufigkeit oder auch die Ordnung derjenigen Unter- 
gruppe von F bedeutet, die der Substitution 1 von G ent- 
spricht. 

Ist L eine ausgezeichnete Untergruppe von 6f, J die 
entsprechende Gruppe von F, so ist auch A eine ausgezeich- i 
nete Untergruppe von F. Denn aus 

G-^LG = L folgt r-^AF^A. 

I 

Dasselbe gilt umgekehrt. 

Ist L eine ausgezeichnete Maximaluntergruppe von ff, 
A die entsprechende Gruppe von F, so ist auch A ein« aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe von F. Denn gäbe es eine 
Gruppe 0, welche in F enthalten und mit F vertauschbar ist, und 
in der A enthalten ist, so wird die entsprechende Gruppe T die ent- 
sprechenden Eigenschaften bei G und L besitzen, so dass L keine aus- 
gezeichnete Maximaluntergruppe sein könnte. 

Der Reihe der Zusammensetzung von G entspricht die 
von F; alle Faktoren der Zusammensetzung von G treten 
auch bei F auf. Ist G mehrstufig isomorph zu F, so treten in 
der Reihe der letzteren Gruppe noch die zur Reihe von 2? ge- 
hörigen Untergruppen und die zugehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung auf. Der Beweis ist auch hier wieder leicht 
ersichtlich. 

Ist G zu F mehrstufig isomorph, so ist F zusammengesetzt; 
E ist eine Gruppe in der Reihe der Zusammensetzung von f. 

§ 89. Es möge G eine beliebige transitive Substitutionengruppe 
sein, die aus den w Elementen x^^ x^^.»,Xn gebildet ist und die 
Ordnung r besitzt. Wir konstruieren eine willkürliche «!- wertige Funk- 
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Jon I von j.,, x^,...x„ mit den Werten 5,, Igi-'-S"! ^^'^ wenden 
luf einen beliebigen anter ihnen |^ alle *■ Substitutionen der Gruppe 
9 an. £b mögen aus gj dadurch 

s,, fe, i„.--s, 

entstehen. Dann wird der Komplex dieser Werte durch Substitutionen 
von G nicht geändert, da diese lediglich seine Individuen unter einan- 
der vertauschen. Die r Substitutionen von 6' rufen also r verschiedene 
Anordnungen hervor, welche wir als Substitutionen ansehen können, 
die unter den |,, §3, ,..^r durchgeführt sind. Diese Substitutionen 
der I bilden, wie leicht zu sehen ist, eine Gruppe F. Diese Gruppe 
r ist transitiv; denn in G giebt es Substitutionen, welche |j in jeden 
der r Werte li, ... |,. umwandeln, also giebt es in F Substitutionen, 
welche auf 1, jedes der r Elemente §i,...|r folgen lassen. Jede 
Substitution von G wandelt alle Werte ^[, ... |r um, denn | ist eine 
h! wertige Funktion; daher setzt jede Substitution von F alle r Ele- 
mente um. Die Ordnimg von F ist gleich dem Grade dieser Gruppe, 
nämlich gleich r. 

G und r sind einstufig isomorph. Denn jeder Substitution von G 
enUpricht eine solche von T; iimgekehrt jeder von F mindestens eine 
von G\ da aber die Ordnungen beider Gruppen einander gleich sind, 
Bo entspricht auch nur eiue Substitution von G einer solchen von F. 
Lehrsatz IXTV. Zu jeder transitiven Grnppe der Ord- 
nung r giebt ea eine einstufig isomorphe transitive Gruppe, 
bei der Grad- und Ordnungszahl einander gleich und zwar 
gleich )■ sind. 

§90. Lehrsatz XZV. Transitive Gruppen, deren Ordnungs- 
ihrer Gradzahl gleich ist, haben (mit Ausnahme der Ein- 
1^ heit) nur Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen. 
ii Eb giebt in ihnen eine einzige Substitution, welche ein ge- 
gebenes Element auf ein vorgeschriebenes anderes folgen 
läsat. .Jede ihrer Substitutionen besteht aus Cyklen von 
gleicher Ordnung. Sind zwei derartige Gruppen desselben 
Grades einander isomorph, was nur einstufig geschehen kann, 
so sind sie einander ähnlich, d.h. sie stimmen bis anf die 
Benennung der Elemente überein. 

Die erste Reihe der Behauptungen ist grossenteils im vorigen ■ 
Paragraphen bewiesen worden. Die übrigen ergeben sich fast von 
gelbst, so dass wir nur bei der letzten Behauptung zu verweilen 
brauchen. 


r 
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Greaetztj P mit den Elementen 1,, £j, ... S„ und den Substitutionen 
ff, , ffj, . . . e„ wäre isomorpli zu G mit den ElemeEten Xj, x^, ... x^ und 
den Substitutionen s, , s^, ■■- s^, derart, dasa «i und sj einander eat« 
Bprecheu. Dann ordnen wir die Elemente Xa und |^ einander folgender- 
massen zu. Zwei beliebige unter ihnen j.j, §[ aollen einander ent- 
sprechen; a^i werde durch si in a^j, Si durch daa entsprechende «; in 
li Gbergeführt, Dann sollen sich auch Xi., ^t entsprechen. Da ea uur ] 
je eine und stets eine Substitution giebt, welche x^ in ein beliebiges 
Element Xa umwandelt, so entsteht hierbei kein Widerspruch. Jelrt 
muss noch bewiesen werden, dass, wenn s; die Folge x„,Xn enthält, 
dann in öj die Folge |,„|„ vorkommt. 

Es ist 


Dp. es nur eine Substitutio 


...SJ....; a,„-'o._. ..£.{..,, 
Lebt, welche auf x,„ folgen lässt a:,, B' 


Enthält daher sj einen Cyklus aus einer gewissen Anzahl von Ele- 
menten, so enthält flj einen gleichen aus den entsprechenden Elementai 
gebildeten; daher sind erstens sj und ffj dann G und F von gleichen) 
Typus. 

% 91. Sind die beiden Gruppen G, F einander isomorph, und ist 
G intransitiv, dann können wir in jeder Substitution von G alle Ele- 
mente unterdrücken, welche mit einem bestimmten unter ihnen, z.S. 
mit x^ nicht in Verbindung stehen. Die zurückbleibenden Teile der 
einzelnen Substitutionen bilden eine neue transitive, zu F isomurphe 
Gruppe G, , bei der aber jetzt die Mehrstufigkeit sich vervielfacht 
haben kann. Ist x^ ein neues, nicht mit Xi in transitiver Verbindimg 
stehendes Element, dann leiten wir eine neue transitive, zu /' isomorpbe 
Gruppe Gg ab, welche x^ enthält u, s. f., bis alle Elemente unter- 
gebracht sind. 

Ea kann also G in eine Anzahl transitiver zu T isomorpher Gruppen 
zerlegt werden, und umgekehrf muss sich jede intransitive Gruppe aus 
solchen transitiven Gruppen Gj, G^, ... zusammensetzen lassen. Bei 
einstufigen Isomorphismus genQgt dazu die direkte Multiplikation ent- 
sprechender Bestandteile. 

§ 92. Es sei G eine transitive Gruppe des Grades m und der Ord- 
mmg r^m.tn^, welche zu F in Ä-stufigem Isomorphismus steht. Die 
Elemente von G seien ar,, ar^, ... x„; G, möge diejenige Untergruppe 
von G sein, welche x^ nicht umsetzt; ihre Ordnung ist =»i^. Sind 
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dann s^, Sg, ... Substitationen von (?, welclie x^ in x^, ^s--- überführen, J 
so enthalten G^.Sg, fffSg, ... alle Substitutionen derselben Eigen- 
schaften und nur solche. 

Dem ff, in G entspreche P^ in T; seine Ordnung ist m^ft. Die 1 
Ordnung von F ist r.k. Wenn also y, zu F^ gehört, so hat fpi genau I 

— r^»» Werte bei Anwendung aller Substitutionen von F. ip^ sei 

derjenige, welcher aus 9), durch Anwendung von a^ entsteht, wenn e^ 
eine dem Sg entsprechende Substitution ist. Dann enthält F^ , flg alle 
Sabatitutionen , die ipi in «p^ überführen. Ähnlich sei es mit «5 und 
?„ 64 und (p^ u, a. w., ö^ und 93^. Wendet man alle Substitutionen J 
von r auf den Komplex der Werte 

9'ii Vit 9s-, ■■■ fP". 
an, so erhält man Komplexe, die als Substitutionen unter den m Ele- 
I inenten tp gedeutet werden können. Die Ordnung dieser Gruppe H 
ist gleich dem Quotienten von k , r und der Anzahl der Substitutionen, 
welche alle rp ungeändert lassen. Diese entsprechen den Substitutionen, 
die alle x ungeändert lassen, d, h. der Substitution 1. 'Es giebt k diesen 
entsprechende in F\ also ist die Ordnung von H gleich r. G und 
S haben gleichen Grad m, gleiche Ordnung r und sie sind einander 
isomorph, ja sogar einander ähnlich. 

Denn es sei s eine Substitution von ff, welche .r^ auf x^ folgen 
\mt. Dann gehört s zu dem Komplex s„~^GjS/t. Die entsprechende 
Sabfititiition von H wird durch die Anwendung einer Substitution 
1s~'F^6p auf 95,, 93y, ... fp„, gefunden; jede dieser Substitutionen setzt 
% in (p^i um , also unterscheidet sich die Substitution von S nur da- 
dorcli von der aus G, dass der Buchstabe x durch ^ ersetzt ist. 

Man kann somit alle zu F isomorphen Gruppen G (oder H) finden, 
indem man auf eine Funktiou ip, welche zu einer beliebigen Unter- 
pappe von F gehört, alle Substitutionen von F anwendet und von 
den Komplexen (p^, fp^,...ipn zu einer Gruppe imter den Elementen ip 
flbergeht. 

Ist die gewühlte Untergruppe F^ eine ausgezeichnete, so wird die 

entstehende isomorphe Gruppe H in der Grad- und Ordnungszahl 

übereinstimmen, wie leicht zu sehen ist. 

§ 9S. Wir können den Begriff des Isomorphismus noch in der 

Weise erweitern,* dass wir jeder Substitution einer der beiden gegebenen 

Gruppen eine Anzahl von Substitutionen der anderen Gruppe zuordnen, 

t A.C&peUi: Battaglioi G. Ig78, S. 32 flgg. 


■ 


r 
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so dasB, genau wie bisher, dem Produkte zweier Substitutionen der 
einen von beiden Gruppen wiederum das Produkt zweier beliebiger 
zugeordneter Subatitutiouea der anderen Gruppe zugeordnet ist. 

Wir werden auf die Theorie, welche sieh hieran knüpft, iiicbl 
eingehen, ihre Wichtigkeit aber daran zeigen, daas wir die Kouatrut- 
tion intransitiver Gruppen aus transitiven auf diejenige von solchen 
gegenseitig-mehrstufig-isomorphen Gruppen zurückführen, 

Iiehrsats ZXTI. Multipliziert mau die Substitutionen meh- 
rerer gegenseitig-mehrstufig-isomorpher transitiver Grup- 
pen, bei denen die Elemente einer jeden von denen jeder an- 
deren verschieden sind, derart, dass man jede Substitation der 
ersten Gruppe mit je einer der zugeordneten Substitutionen 
jeder anderen Gruppe auf a.lle möglichen Weiaeu kombiniert 
und jedesmal das Produkt bildet, so entsteht eiue intran- 
sitive Gruppe; und Jede intransitive Gruppe kann auf die an- 
gegebene Art hergestellt werden. 

Der erste Teil dieses Theorems ist leicht ersichtlich. Den zweiten 
beweisen wir für eine intransitive Gruppe, deren Elemente in zwei 
transitive Teile zerfallen. Der allgemeine Satz wird ganz ähnlieh be- 
wiesen. 

Es seien die Substitutionen s>, der intransitiven Gruppe G ia die 
beiden Teile ^ ^ ^ 

zerlegt, wo öj nur die Elemente x^, x^, ... x,„; tx nur die Elemente 
I,, I3, ... §,, umsetzen soll. Möglicherweise kommt Bj noch in anderen 
Verbindungen vor ^^^^^ ^^^,.^ ff,A, ... 

und ebenso tj in den Verbindungen 

Öjt;,, ö'jT^, a">.ti, ... 
Nun ordnen wir dem a>. alle t;, t'i, r"j, ... zu und dem r^ alle 
üx, ö'j, o">., ... und verfahren so mit allen Substitutionen sj der in- 
transitiven Gruppe. Es bilden die Gi eine (Jruppe Z und die n eine 
Gruppe T. Der Isomorphismus beider ist zu beweisen. Es seien «i, 
ff„ zugeordnet den rj, t,,; dann giebt es Substitutionen sj, s,,, s. 


wird, und es folgt, daas öjff,,^' 


;u geordnet iat.^ 
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Fünftes Kapitel. 

Algebraische Beziehuugou zwischen Funktionen derselben 
ßmppe. Gattungen mehrwertiger Funktionen. 

§ 94. Es wurde früher bewiesen, dass jeder mehrwertigen Funk- 
ioii eine einzige Snbstitutionengruppe zugehört, derart, dass der Wert 
er Funktion für alle Substitutionen der Gruppe und nur für sie 
ngeändert hleibt. Umgekehrt sahen wir, dass zu jeder Gruppe eine 
nendliche Anzahl zugehöriger Funktionen gebildet werden kann. Es 
■agt sich, ob diese Zugehörigkeit zu einer und derselben Gruppe zu 
en wichtigeren Beziehungen von Funktionen unter einander gehört; 
peziell, ob aich aus ihr algebraische Eigenschaften folgern lassen. 

Indem wir im dritten Kapitel eine Eigenschaft der Diakriminante 
fy, von 9) aus der blossen Betrachtung der Gruppe dieser Funktion 
erleiteten, sind wir bereits zu einer gemeinsamen algebraischen Eigen- 
imlichkeit aller zu einer Gruppe gehiSrigen Funktionen gekomtaen, 
ämlich zu der, dass die Diakriminante einer solchen Funktion durch 
ine gewisse Potenz der Diskriminante der Gmudgleichung, reapektive 
er zu Grunde liegenden Elemente xi teilbar sei. 

^ 95. Wir werden noch eine gemeinsame Beziehung nachweisen: 
LehreatE I. Zwei zu derselben Gruppe gehörige Funktio- 
en sind rational durch einander darstellbar. 

Es mögen 9^ und j(j, zwei zur selben Gruppe G gehörige Funk- 
onen sein. G habe die Ordnung r und den Grad n. Ist öj eine 
icht zu G gehörige Substitution, und sind qsj, ^j diejenigen neuen 
?erte, welche aus qoj, ^j vermöge der Anwendung von a^ hervorgehen, 
I findet, wenn r" re 1 l. =. »i 

W— 1*1 — 1, ,Sj, Ag,. ..örj 

t, derselbe Übergang von g?,, i^'j zu 9^, ip^ für alle Substitutionen 

id auch nur für sie atatt. Die zu ifj, if^ gehörige Gruppe ist «^"'Gffj, 
B Transformierte von G durch ö^; die neuen Werte (p^, ^g gehören 

ederum zu einer und derselben Gruppe. Ist p= _'>2, so giebt 

ausser den 2r Substitutionen der Formen «„ und öjSd mindestens 
eh eine neue Substitution ff^, deren Anwendung von ip„ V, die neuen 
erte (p^, itig hervorruft u. s. w., bis alle q Werte von 9), ifi erbalten sind. 
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Es ist demnach für jedes ganzzahlige A 

9i^^i + W% + . . . + 9e^^c> ^ ^^ 
eine ganze symmetrische Funktion der Elemente x^^ x^^ ... Xn^ genaa 
wie 9i + 92 + ... + 9^ oder !^i + ^2 + *** + ^? ®s waren; denn dieses 
Aggregat ist ja nur die Summe aller Werte, welche ^i"^i annehmen 
kann, und daher geht dasselbe unter dem Eiftflusse einer beliebigen 
Substitution r lediglich unter Veränderung der Stellung der einzelnen 
Summanden in sich selbst über. Ai ist also auch eine rationale ganze 
Funktion der c^, c^, ... Cn, wenn tp^^ ^^ rationale ganze Funktionen der 
Xa sind. 

Wir stellen nun für A = 0, 1, 2, ... p— 1 das System auf: 

9i*i+ 92^2+ 98*8 + •••+ 9e*^^^n 

S) 9lVl+ 92^2 +. 9>8V8+---+ 9?Vp==^2r 

Losen wir dieses System nach den q Grössen ^^, ^29 •-• *? ^^) ^^ 
erhalten wir ^a ausgedrückt durch y^, q>^^ ... 9^. Hierbei treten be- 
achtenswerte Umstände ein. Es wird 


^1 


A? 17 


X • • . . 

-^17 92; 

• • 


93? 


-1 

98^""S ••• 


1 


1, 


1, 

9i> 


91*- S <p»'-'. 


1, 

9»^ 


— 1 


1 

9? 


e-i 




Aus bekannten Determinanteneigenschaffcen folgt, dass Zähler wie 
Nenner der rechten Seite bei der Vertauschung zweier Werte der Reihe 
925 98? ••• 9^ untereinander lediglich ihr Zeichen ändern. Erweitert 
man daher mit dem Nenner und bedenkt, dass das Quadrat desselben 
z^y wird, so erhält man 

^1 == G (^5 9i; 925 • • • 9q) ' ^95 
wo G bei beliebiger Vertauschung zweier Werte der Reihe 925 935 •• 
(p^, ungeändert bleibt und daher symmetrisch in 9)2, 935 ••• 9? is*. 
Nach dem ersten Kapitel § 8 und nach § 4 wird daher 

wobei die «0, Oj, ... a^__i ganze rationale Funktionen der elementaren 
symmetrischen Funktionen q, C25 ••• ^n von x^^ x^^ . . . x^ bedeuten. 
Zu denselben Resultaten gelangen wir auch auf folgende andere Art.* 

* Vergl. auch den Beweis: L. Eronecker; Grelle 91, S. 307. 
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§ 96. Wir multiplizieren die Gleichungen des Systemes S der 
B>eilie nach mit den noch unbestimmten Grössen y^, y^, ya, ... y^_2 
und die letzte mit y^_i = l, addieren die Produkte und setzen der 
Abkürzung halber 

80 dass wir erhalten 

*i 'X(fPi) + ^2^(92) + ••. + tgXi^Pg) - AVo + A,y, + ... 

. . . + -4.9—2^^—2 + -4p__iy^— 1. 

Um ans dieser Gleichung ^^ zu bestimmen und folglich ^29 ^s? 
... ^^ zu eliminieren, braucht man die y nur so zu wählen, dass wir 

«Aalten ^(y,)»o, x(%)-'0, ... x{'P,) = 0; xi9^)=¥0. 

Nach dem dritten Kapitel § 51 genügen ^n 929 ••• ^c» einer Gleichung 

r Grades X{q>)==0, 

deren Eoefficienten rational in den Ca sind, und der Quotient 

[ wird für 9> = 92j 9^8? •••9^ zu Null gemacht; für 9 = g>i dagegen er- 
a t man ^f^^j _ ^^^ _ ^^^ ^^^ ~ ^s) • • • (^1 - ^q)] 

diese Ableitung ist von Null verschieden, da bei von einander unabhän- 
gigen Xif a?2, ... Xn die Werte ^j, 92? ••• 99 ^^^ einander verschieden 
I sind. Wir können daher unseren Forderungen durch die Wahl 

y?-2 -= — /*!, yg^s'=^ + ßi, y^_4=— /J37 ••• 2/o = ±/^?-i 
genügen. Setzt man nach dem dritten Kapitel § 51 

80 wird 

Ve-^^^i-ri, yif-3^<Pi^-fPiyi+y27 yQ-^-^i-^i^Vi+^iVt-rzv 

mid man erhält durch Einsetzung 

Den Nenner wollen wir noch umformen. Es ist 
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eine symmetrische Funktion und zwar, wie man aus dem Aasdnu 
für X'(9i) entnimmt, bis auf das Vorzeichen gleich der Diskrimii 
J^. Femer ist 

P) X\tp,).X\^,)...X\q>^) 

eine symmetrische Funktion der Wurzeln der Gleichung 

und daher rational durch die Eoefficienten dieser Gleichung, d. L dit 
y und 9i, oder durch q, Cg, ... c», (f^ ausdrückbar. Erweitert man 
also den obigen Wert von ^^ mit diesem letzten Produkte P), so er- 
giebt sich ^ Ai^ 

wo der Nenner rational und ganz in den o«; der Zähler in den c« tmd ; 
^)^ ist. 

Sollte der Zähler in Beziehung auf ^^ den Grad (>--l überschreiten, 
so ist eine zweite Umformung möglich. Man bilde nämlich 

Ei(<)p) = X(9,).(?(9,) + iJ,(9), 

wobei ^(g?) den Quotienten der Division Iij^((p):X(<p) und JR^C^) dai 
Rest derselben bezeichnet. Der Grad des letzteren übersteigt dem- 
gemäss die Zahl q— l nicht. Für alle Werte <pi, ^2) • • • 9^ is* X((ip)^0 
und daher B,{q;{) '^ B,{(pi) (A = 1, 2, 3,...()) 

Man hat damit den Satz: 

Lehrsatz II. Drückt man die p-wertige Funktion i)i durck 
eine andere zu der Gruppe Gx von il^x gehörige Funktion (pi 
aus, so kann man ^; als eine rationale gebrochene Funktion 
darstellen, deren Nenner die Diskriminante ^<p und daher 
rational und ganz in den q, Cg,...'^» ist; der Zähler wird eine 
ganze, höchstens bis zun\ Grade q — 1 aufsteigende Funktion 
von <3Px mit Eoefficienten, welche ganz und rational in q, Cf, 
,., Cn sind. 

§ 97, Die Umkehrung des ersten Lehrsatzes lautet: 

Lehrsatz HI. Sind zwei Funktionen gegenseitig rational 
durch einander ausdrückbar, so gehören sie zu derselben 
Gruppe. 

In der That, wenn die beiden Gleichungen 


Pünaes Kapitel. 


r. BeiiehuDgen zwiB<;hon Funktionen dera. Gruppe 
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bestehen, so zeigt die erstere, dass tp bei 'allen Substitatioiieu un- 
geäadert bleibt, welche i/j nicht ändern, so dass die Gruppe von ip 

entweder die von i/> enthält oder mit ihr identisch ist; die zweite 
Cleichung zeigt umgekehrt, dass die Gruppe yon ip entweder die von 
9 enthält oder mit ihr identisch ist. Daraus folgt, dass die Gruppen 
lieider Funktionen mit einander üb er ein stimmen. 

Anmerkung. Scheinbar geht der in den Lehrsatz aufgenommene 
legriff der BationalitÜt nicht in den Beweis ein. Es mag daher hier 
susdräcklich darauf hingewiesen werden, dass dies dennoch in vollem 
fCmfange der Fall ist. Denn wenn z, B. auch der Radikand eines der 
.-Ausdrücke 


l/^i* — x^x^-\- x^^ V^i^-' 2*1 a^a + 3^*, Vx^-\- 'iXiX^ + iTj' 
^rch die Substitution <s=(x^x^ ungeändert bleibt, so ist dadurch über 
das Vorzeichen der Wurzel und den Wert des Ausdrucks selbst nach 
der Ausführung der Transposition ö noch gar nichts bekannt. Bei 
I rein Substitutionen-theoretischen Betrachtungen lässt sich eine Entschei- 
Idnng hierüber auch nicht füllen, und daher schränkt sich das Anwen- 

IAingagebiet dieser Lehren auf die rationalen Funktionen ein. Wenn, 
"nie im zweiten und dritten der obigen Ausdrücke, die Wurzel sich 
Trirklich in rationaler Form ausziehen lässt, wo man bezüglich 
±{^i-%), ±(^1 + ^2) 

I erhält, dann erkeimt man, dass die Wirkung der Tranaposition a sich 
^nrch Vorzeichenänderung beim zweiten Ausdrucke äussern wird, dass 
■ ^er dritte dagegen ungeändert bleibt. Über den ersten läast sich 
' nichts aussagen. 

§ 98. Durch die Lehrsätze I) und III) ist ein algebraischer und 
ein gmppen- theoretischer Zusammenhang zwischen einer Reihe von 
Funktionen festgestellt. Wir rechnen alle rationalen ganzen Funk- 
tionen, zwischen denen eine gegenseitige rationale Ausdrückbar- 
■leit besteht, d.h. alle diejenigen, welche zu einer und derselben Gruppe 
gehören, zu einer Gattung algebraischer Funktionen. Die An- 
zahl Q der Werte der Funktionen einer Gattung heisse die Ordnung 
der Gattung. Die verschiedenen Werte einer und derselben Funktion 
mögen zu unter einander konjugierten Gattungen gerechnet 
werden.* 

Das Produkt aus der Ordnung einer Gattung und der Ord- 
nung der zugehörigen Gruppe ist gleich n!, wenn n den Grad 
der Gruppe bezeichnet. 

Berl. Akad., 1379, S.212. 
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inO^^ 


Jede Funktion i 
einer Gleichung p**' 


iiner Gattung p'" Ordnung ist diaWutt 
' Grades, ilereu Koefficienten rational 
den c,, fj, ... ('n sind; die übrigen p— 1 Wurzeln sind die k« 
jugierten Funktionen. 

Die Gruppen, welche zu konjugierten Gattungen gehöre: 
haben, wenn p>2, n>4 ist, ausser der Einheit keine ge 
aaoien Substitutionen. 

Für p>=2 sind die beiden konjugierten Gattungen idem 
tisch. 

Für p = 6, « = 4giebt es eine Gattung, die mit ihren füi 
-konjugierten Gattungen identisch ist. 

§ 99. Bei dem Beweise in § 95 ist der Umstand, daas ip und t- 
zu derselben Gattung gehören, nicht in vollem Umfange benutzt woi 

indem nur insoweit, als die dargestellte Funktion i/» für a 
Substitutionen ungeändert bleibt, welche den Wert der darstellende! 
Punktion (p nicht andern. Ea könnten also, unbeschadet des B 
ganges, mehrere Werte einander gleich werden, was bei den Werte 
von (p schon wegen des Äuftreteus der Diskriminante im Nenner nich 
der Fall sein darf. Unter der allgemeinereu Voraussetung, dass di 
Gruppe von ^ diejenige von (p umfasst, erhalten wir daher folgen 
4en Satz: 

IiehraatB IV. Bleibt eine Funktion ii für die Gruppe eini 
«weiten Funktion rp ungeändert, während das Umgekehr 
nicht statt zu finden braucht, so kann ilf in der oben (Lehr^ 
Hatz II) angegebenen Art durch ip rational dargestellt we 

Wir sagen unter diesen ümatänden, die Gattung der Funk- 
tion ip sei unter der Gattung der Funktion ip enthalten. Dann 
ist also ifi rational durch ip darstellbar, aber nicht umgekehrt ip durch *. 
Die Gruppe der enthaltenden Funktion ip ist iu der Gruppe der eiil- 
Laltenen Punktion ip enthalten. Zwischen den Begriffen des Enthaltrai 
tritt also bei Gattung und Gruppe dieselbe Reciprocität ein wie oben 
zwischen den Ordnungszahlen p und /*. 

Als Folgerungen schliesaen wir an das Dargelegte folgende Sätze ani 

Iiohrsatz V. Ea giebt stets eine Funktion, durch welche 
beliebig viele andere gegebene Funktionen ratiojial aus- 
gedrückt werden können; diese ist aus jenen linear darstell- 
bar. Ihre Gattung enthält die Gattunge:! sämtlicher vor- 
gelegten Funktionen. 
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In der That, ee aind die gegebenen Fimktioneii q>, i/>, j;, ...durch 
ä^tt(p + ß^ + '}'X + ■■• 
rational ausdrückbar, falls unter a, ß, y, ... willkürliche Parameter 
Verstanden werden. Denn die Grupije von m wird durch, diejenigen 
Bobstitütionen gebildet, welche tp, if', x> ■■ gleichzeitig uugeändert 
Issaeii und daher den Gruppen von <p, V, Xi •■• gemeinsam siud. Die 
ippe von rä ist also in der jeder einzelnen Punktion qo, ^, %> •■■ 
Iten, und aus diesem Umstände folgt der auegesprochene Satz, 
speziellen Fall desselben erlangen wir, wenn die Gruppe 
ra sich auf die Einheit reduziert, o also eine j^l-wertige Funktion 
;rd. Diirch diese Funktion iö ist dann jede andere der n Elemente " 
^i, x^, ... x„ rational darstellbar; jede Gattung ist in der von rä ent- 
lalten oder mit ihr identisch. Wir benennen diese Gattung die Ga- 
lois'sche Gattung. 

Lehrsatz VII, Jede rationale Funktion der n von einander 
Tiiiabhiingigen Grösseu x,, :c.-,^...x„ liiast sich rational durch 
«ine jede Funktion derselben n Grössen ausdrücken, welche 
(dl Werte besitzt; speziell also durch lineare Funktionen von 
Wer Form <p = a,x,+a,x, + .. - + a„x„, 

•ei welcher die «j, a^,... a„ willkürliche Parameter bedeuten. 
§ 100, Wir wollen nun auch die Aufgabe zu lösen suchen, eine 
lüehrwertige enthaltende Funktion (p durch eine wenig erwertige ent- 
haltene Funktion ip auszudrücken. Rational kann dies nach den eben 
äarch geführten Untersuchungen nicht geschehen. Die Aufgabe ist das 
Ajialogon und die Verallgemeinerung der im dritten Kapitel behandel- 
*n, welche die Darstellung einer p-wertigen Funktion durch einwertige 
Punktionen forderte, und deren Lösung jene als Wurzel einer Glei- 
^ung e"° Grades mit symmetrischen Koefficienten lieferte. 

Wir können daraus bereits das Resultat ablesen, welches hier zu 
irwarten ist. Es wird lauten: 

Lehreata vm. Ist die Gruppe einer w , p-wertigen Funk- 
sion (p in der Gruppe einer p-wertigen Punktion li' enthalten, 
iad sind 


llejenigen m Werte, welche y, bei 
eiligen Substitutionen annimmt, 
en, so sind jene m Werte von iji di 
|ien Grades, deren Koefficienten 
, sind. 


der Anwendung aller der- 
welche ^i•^ ungeändert las- 
e Wurzeln einer Gleichung 
rationale Funktionen von 


r 
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Ea werden niimlich, wenn die Subatitutionen der Gruppe 

P 

von i/j, iini die sy in metrischen Funktionen von y,, ip^, ... tp„, iu An 
Wendung gebracht werden, keine Wertänderungen dieser Funktioi 
eintreten, da aich nur die einzelnen Summanden unter einander T 
tauschen. Es folgt also iuabesondere für die elementaren sjmn^ 
trischen Funktionen 

9iTi + 'P:<Ps-\---- + fp,,. - 1 9". = A (ti) 

<f,tf,^ ... <p^ = A^(ii,); 
die ^l.j sind hierbei rationale, im allgemeinen aber keine ganzen Fuot 
tionen von ^j. Man erhält infolge dieses Systems die Gleickuag 

(^i) <p^ - A,(i>,) . r'~' + A,(ii>^) .r-'---±A^ W =0, 

deren Wurzeln qo,, ip^, ... cp„, sind, und die Gleiebnng 

(Ä>) <f"-A^(t>)-<P'"~'+yi2(M'i}-'p''—'-..-±A,„(ti)—(i, 
deren Wurzeln diejenigen m Werte von (p sind, welche dem Wrf 
jp). entsprechen, genau wie tp^, (p^, ... q?„, dem Werte ^', entspracha 

Die Nenner der einzelnen Ai und daher der Generalnenner 
lieber Ai kann, wie oben bewiesen wurde (Lehrsatz II), stets als TeüS 
der Diskriminante z/,/. aufgestellt werden. Ist i!' eine einwertige Fuük 
tioD, so fällt, wie schon aus dem dritten Kapitel | 51 erhellt, dieaei 
Neimer ebenso wie der Begriff der Diskriminante weg. 

% 101. Ein besonderer Fall ist hier hervorzuheben: Sobald nämlich 
die enthaltene Gruppe der Funktion tp, welche H heissen mijge, 
der Gruppe G von ^ vertauachbar ist (Kapitel 4 § 11), genügt 
eine einzige Wurzel der Gleichung (^J zu kennen, um alle ratiomt 
bestimmen zu können. 

Denn wenn „ „ „ „ 

9*1, 9-2, 'Ps) ■■■ V'n 

die Wurzeln der Gleichung (^j) und 

die zugehörigen Gruppen der tp sind, und wenn wir endlich eine 1» 
liebige Reihe solcher Subatitutionen von (r, welche gs^ iu die einzBlnfl 
Werte (p^, (p^, ... tp,,. überfilhren , mit 

''l^ 1| °it <*B5 ••■ *■" 

bezeichnen, so ist (Kapitel 3 § 45) 
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Der Voraussetzung uach ist H^ eiue ausgezeichnete Untergruppe 
Ton G, da H, mit G vertauachbar ist; daher wird 
iL G~^H,G+^^H„ 

Bieraus folgt nuJi in Verbindung mit den obigen Gleichungen 
Jie Hi, H, = H^ = E^= ...^ H„.. 

Sie verschiedenen in Werte 95,, ip^, ... (p,„ gehören also zu einer und 
leraelben Gruppe und sind daher rational durch einen beliebigen 
luter ihnen ausdrückbar, wie sich gemäss Lehrsatz I) ergiebt. 

Die Gattung von ^^ war unter der von 9, enthalten; falls, wie 
lier die Gruppe H, von y, nicht nur m der Gruppe G von ^j ent- 
lalten ist, soudeni als ausgezeichnete Untergruppe von G auftritt, 
lennen wir die Gattung von ip, eine ausgezeichnete Untergattung 
ler Gattung von 9),. 

LelirsatB IX. Ist die Gruppe von q)-, so beschaffen, dass 
lurch eine Wurzel der Gleichung i^,), z. B. durch g»,, alle an- 
leren 9)2, (p^, ... 9,,, rational dargestellt werden kö-onen, dann 
8t die Gattung von i\ eine ausgezeichnete Untergattung 
ler Gattung von 95,; und umgekehrt: wenn die Gattung von 
(»1 eine ausgezeichnete Untergattung derjenigen von qp, ist, 
10 kann man aUe Wurzeln der Gleichun.g (.4^) durch irgend ' 
iine derselben rational darstellen. Die Gruppe von tp^ ist 
Jann dieselbe wie die von y^i Tai ■■■ fm "i"^ eine ausgezeich- 
lete Untergruppe der Gruppe von ^'j. 

% 102. Wir untersuchen, wann mid wodurch es ermöglicht wer- 
ien kann, dass (J-^ eine binomische Gleichung wird. Wir nehmen 
Isbei m als Primzahl an. 1 

ffj sei die Gruppe von i/'j, U^ die von q^,. Soll (..^J binomisch 
iein, müssen die Wurzeln (p^, (»911, ra^^i, -.- la'""'^?, zu derselben 1 
Sruppe gehören. Es ist also notwenriig, dass //, eine ansgezeich- 
aete Untergruppe von G^ ist. Jede Substitution von G, wirkt auf 
äie q^i, 9j, ... q5„, wie eine Substitution unter den (p selbst; G, ist 
Uso einer Gruppe der ip isomorph. Diese Gruppe ist transitiv und 
rom Grade in; nach S. 70 Lehrsatz II) ist ihre Ordnung durch m teil- 
)ar; nach S. 49 Lehrsatz X) enthält sie eine Substitution der Ord- 
mng »'. Bei m Elementen giebt es nur einen Typus 

t-{SPitp^...fp„) 
Ir eine solche Substitution. Die entsprechende Substitution r aus G^ 
>rtBuacht demnach if^, 9^^, ...qv. cyklisch. Da fei-ner %"• dem V 
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entspricht, ao wird t"" alle Funktionen ^j, tp^, ... ip,„ imgeändert lu . 

sen, und ea gehört also t"' den Subatitutionen von H,^ zu 

Unter diesen Festsetzungen kann mau eine zur Gattung yod % 
gehiirige Funktion j; konstruieren, für welche (.4^) binomisch wi^ 
alflo eine Fuuktion der Gattung von qo, finden, deren wi'" Potenz mi 
Gattung von ^i gehört. Dies geschieht folgendermasaen: Wir 
stehen unter a eine primitive m" Einheitswurzel und setzen 

2i = Vi + coq5(+ CJV3 + ■■ • + c"'"'9'"•■ 
Wen(len wir auf diesen Ausdruck die verschiedenen Potenzen yon 
/ oder r aa, so ergiebt sich 

3:2 = Va + ^Vs + «>4 + ■ ■ ■ + (0"'~ >i = M- 
Za = 9^3 + ö9>( + ra Va + -.. + »'"->, = "- 


ft 


azeu m 

4i 


und also 

Jetzt ist zweierlei nachzuweisen: 1) daas %^ zur Gruppe E^ Tiq b 
(p^, '2) dass Xi'" ^'^^ Gruppe fr, von ^, gehört. Dadurch ist der an 
gestellte Satz bewiesen. 

;[^ bleibt für Ä, ungeäudert, denn ^j, y^, ... y„, thun es. 
Bliebe Xi noch bei einer anderen Substitution ungeändert, M 
würde etwa 

if, + (nfp^ + ...-i-a"'-'ip,„^q)^^ + ojgj,.^ + . .. -|- ra'"-iy,_^ 
ra'"-' (fp,. - qj,-,,,) + «"— " (9?,.-. - »P,,, _,) + ■■■ + (Vi - 9.-,) = 
folgen. Die letzte Gleichuug hätte sonach mit der irreduktiblen Glei- 
chung „".- 3 4 (o"'-ä + . . . + o + 1 ^ 
eiue und daher alle Wurzeln gemeinsam, d, h. ea wäi 


Konstruiert man nun <p, nach frühereu Vorschriften als Summe 
■ — '- Summanden von 
uenten (§ 31), so kann 


■ — '- Summanden von der Form x,"!-/... mit unbestimmten Eipi 


9>i + ?P;., = 'Pi + 9-. 

nur dann stattfinden, wemi auf beiden Seiten dieselben Summandes 

stehen, da ja sonst eine Beziehung zwischen den x>, konstituiert wördt-, 

Da ferner cp^ nur Summanden enthält, welche von den übrigfl 

n! 
«!——-' verschieden sind, so ist die letzte Gleichung nicht mÜ^id 

Xi gehört folglich zu H^. 
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X^ bleibt bei den 
äa iet nun 


iubatitutionen von ^j und bei t \ 


[1 geändert. 


äa die rechte Seite mindestens 


m. Q 


--' Substitutionen enthült. 


«elche sämtlich in der Gruppe G, der Ordnung — enthalten sind. Xi" 

l)leibt also für die Suhatitutioneu von tr^ ungeändert; aber auch nur 
äEr sie. Dean sonst hätte Xi" weniger als p Werte, und die m'" Wur- 
Vl Xi *^s Zi™ weniger als wjp Werte, was dem Bewiesenen wider- 
cpräche. 

^ 103. Die Angaben über G^ und H^ reichen also aus, um die 
Existenz von Xi zu beweisen. Sie sind femer auch notwendig, wie nun 
gezeigt werden soll. 

Es möge eine w.p-wertige Funktion Xi ^^^ Gruppe H^ bestehen, 
deren ?»'" Potenz Xi'" °^"^ p-wertig wird und der Gruppe G, angehört 
m bedeutet eine Primzahl. 

Da die verschiedenen Werte von Xu welche unter dem Einflüsse 
der Substitutionen von G, entstehen, sich nur durch Einheits wurzeln 
unterscheiden können, weil ihre m"" Potenzen einander gleich sind, 
80 gehören sie alle zu einer und derselben Gruppe. S^ reproduziert 
aich demnach bei der Transformation durch irgend welche Subatitu- 
fioQen von G,, und H, iat eine ausgezeichnete Untergruppe von G^. 
Bind femer die m Werte von j;,, die sich nur durch Einheitswurzeln 
niiteracheiden, - 

Xu ^X,> •» Zn ■■■ »'"^'Zn 

M giebt es, da alle Xi durch Transfornoatiün mit gewissen Snbstitu- 
Jioiien von Gj aus Xi entspringen, eine solche Substitution t, welche 
Ol in ta^i, also ro);i '^ ^"Xu ""'^Zi ^^ '^"Zi i ■ ■■ überführt und somit, wie 
gewiesen werden sollte, alle Werte von x^ cyklisch umsetzt. 

LehTBats X. Damit in der durcL die Gruppe H eharakte- 
'iaierten Gattung von Funktionen solche vorkommen, deren 
P'' Potenz zu der durch G charakterisierten Gattung gehören, 
lat ea hinreichend und notwendig, daes H eine ausgezeich- 
nete Untergruppe von G sei, oder was dasselbe ist, dass die 
tWeite Gattung eine ausgezeichnete Untergattung der erate- 
'ensei. Dabei werden in G Substitutionen vorkommen, welche 
ille in der Gattung von G enthaltenen, konjugierten Funk- 
toneo der Gattung von H cyklisch vertauschen. 

Hieraus läast sich leicht der Spezialfall herleiten; 
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LehrsatE XI. Damit die Primzahlpotenz ;|f einer jp.p-wer- 
tigen Funktion nur q Werte habe, ist es hinreichend und 
notwendig, dass es eine mit der Gruppe H von % vertausch- 
bare Substitution r giebt, von welcher erst die p^ Potenz ia 
H vorkommt. 

Endlich liefert eine Erweiterung dieses Satzes folgendes wichtig« 
Theorem: 

LehrsatE Xn. Besteht für die Reihe 

^f ^1} ^2? ^8? ••• ^»' 

von Gruppen ein solcher Zusammenhang, dass jede vorher- 
gehende Ga^i aus der folgenden Ga durch die Hinzunahme 
einer Substitution r« abgeleitet werden kann, welche mit 
Ga vertauschbaj: ist, und von der erst diej)«*®, eine Primzahl- 
potenz, in Ga—i enthalten ist^ dann und nur dann kann man 
durch Auflösung einer Reihe binomischer Gleichungen der 

Grade i>i, i>2, i^s? ••• P^ eine Q.PiP^ ••. i>i-wertige zu Gv gehö- 
rige Funktion aus einer p-wertigen zu G gehörigen ableiten. 

§ 104. Bei der Darstellung einer Funktion durch eine andere 
zu derselben Gattung gehörige kamen wir zu rationalen, gebrochenea 
Ausdrücken, in deren Nenner ein Teiler der Diskriminante der dar- 
stellenden Funktion stand. Wenn wie bisher die Xj^, iCg , . . . a?« *1b 
von einander völlig unabhängige Elemente angesehen werden, wird 
die Diskriminante einer beliebigen Funktion (p von Null verschiedea 
sein, da ja ihre verschiedenen konjugierten Ausdrücke verschiedene 
Formen haben. Bestehen jedoch irgend welche Beziehungen zwischen 
den Elementen x^ so ist es nicht mehr nötig, dass aus einer ye^ 
schiedenheit der Formen auch eine Verschiedenheit der Werte folge. 
Es wäre demgemäss, wenn in 

f(x) = a?" — c^x!^-^ + c^x""-^ — . . . ± Cn 
die Eoefficienten spezielle Werte erhalten, wohl möglich^ dass dk 
Diskriminante yi _rr 

Null wird. In diesem Falle wäre fp ungeeignet zur Darstellung an- 
derer Funktionen derselben Gattung. Ja es wäre denkbar^ dass alle 
Funktionen einer Gattung dieselbe Eigenschaft besässen. Es ist not*, 
wendig zu beweisen: 

Lehrsatz xm. Sind nicht zwei der Elemente x einander 
gleich, so giebt es, was auch sonst für Beziehungen unter 



so kann 


Beziehungen iwisnhen Pimktionen de«. Gruppe etc. 1 15 

len .c bestehen, stets Funktioneü in jeder Gattung, deren 
Jiskriminante von Null verschieden ist. 

Den Beweis konnten wir ähnlich führen, wie jenen im § 30. Ea 
iSt aber bequemer, die dort erlangten Resultate, dass es unter den 
gemachten Annahmen, wl-wertige Funktionen von der Form 

9» = «n + «i a:, + OjXg -I- . . . + a^Xn 
giebt, hier zu benutzen. Sind nämlich die n\ Werte von rp von einaiider 
TerBchieden, so kann man «„ derart vrählen, dass sie auch verschiedene 
Moduln haben. Denn setzen wir 

<Pi = »'- + f*i>^-l (^-1, 2, ... b!), 

«'=^ + 41/-! 
in der Weise angenommen werden, daas alle n! Summen 

^j-='p:i + «' = 0«i+i)) + ((ii + ?)l/-T (A = l, 2, ...«!) 
' verachiedene Moduln besitzen. Denn aus der Gleichung 
(mj -\-i)Y + (fij + qf = (m, -hpy -f (n,. + qf 
I folg t bei völliger Willkürlichkeit von p und q 

^Hman kann z.B. p^q* und q so gross annehmen, dass auch ein 
^^fttlwert von q die Bedingungen erfüllt. Die ^i seien der Grösse 
^^ElSoduln nach geordnet 

^^H ^,, Va, ipg, ... Vni; (mod. 4't':> mod. ifi+i); 

^^Behmen wir die ganze Zahl e so gross an, dass man erhält: 
^P ii>i'>il>i+,' + i'i+t' + ...-\-i>.{- (A = l, 2, ..., »'.- t). 
Pro jeder Gleichung von der Form 

lium man dann folgern, die Indices u, b, c, ... seien den Indices cc, 
{?)■■■ gleich. Wendet man jetzt die r Substitutionen von G auf i^j,' 
llU und addiert die Resultate, so ist diese Summe 
|, « = ,(/,' -f t^' + ,[.,; -I- ... -f 4,^^ 

j|8ine Funktion mit der gewünschten Eigenschaft, Erstens nämlich 
«ädert sie sich für (.i nicht, und zweitens gehören alle Substitutionen, 
Welche den Wert von la ungeändert lassen, zu G. Das Erstere ist 
klar; das Zweite achliessen wir aus der Folgerung, die sich an eine 
Gleichung von der Form W) knüpfen liisat. ro hat p von einander 
'erschiedene Werte; iJ.ü ist von (^ verschieden. 

■** I 
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Sechstes Kapitel. 
Die Anzahl der Werte ganzer Fanbtionen. 


ktioneu. I 

1 


§ 105. Wir haben bisher nur vereinzelte Sätze über die Existenz 
mehrwertiger Funktionen kennen gelernt. Eiu- und zweiwertige Fnuk- 
tionen einerseits (p — 1 , 2); «!-wertige andererseits (p = nl) bilden die 
untere und die obere Grenze für die minder- oder mehrwertigen Funk- 
tionen. Ein wichtiges negatives Resultat wurde im dritten Kapitel 
§ 42 abgeleitet, dase nämlich q keinen Wert annehmen kann, der 
nicht «! teilt. Weiter ist uns noch nichts bekannt. Wir können aber 
leicht durch die Bildung von intransitiven und von imprimitiven Gnip- 
pen eine Fülle spezieller Resultate erhalten. Nur sind alle diese po- 
sitiv, während die negativen, durch welche etwas über die Nichtexisteni 
von Funktionen ausgesagt wird, gerade die interessanten sind. 

Die allgemeine Konstruktion der intransitiven Gruppen würde, 
wie in § 90 sich zeigte, ein genaueres Eingehen auf den Isomorphis- 
mus in weitestem Sinne fordern. Wir begnügen uns damit, die eb- 
fachaten Bildungen anzugeben. Sind ti=a-\-b-\-c + ... Elemente vor- 
hiinden, und bilden wir aus a derselben eine symmetrische oder alter- 
nierende Gruppe, ebenso aus i anderen von denselben eine symmetrische 
oder alternierende Gruppe u. s. w., so erhalten wir durch die Multi- 
plikation der Substitutionen dieser einzelnen Gruppen unter einander 
eine intransitive Gruppe des Grades n und der Ordnung 

)■ = -£. (i!6!c!..., 
wo ^= 1, ^, -|-, -f ,■■■ ist, je nachdem man bei der Gruppenbildung 
keine, eine, zwei, drei, ... alternierende und im übrigen nur symme- 
trische Gruppen verwendet hat. Es wird dementsprechend 


4| 

it noi *■ 


'^ e.a\b\c\... 
die Anzahl der Werte der zugehörigen Funktionen sein. Ist 
gegeben, so kann man also Funktionen finden, die einem beliebigen 
in der angegebenen Weise gebildeten p genügen. Nehmen wir z.B. 
H = 5, so lassen sich aufstellen; 
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= 3, ö = 
>3, b^ 


e=l, p=tO; 
£ = ^, e = 20; 


= 3, 6-1, c=l; s=l, e-20; 


9'8-(«i-«2)(«i-^i))(^-3;s) 
9, ^ a;, x^x^ + x^~- x^. 
+ a;^ — x^. 

Wa ■= :^, 3^0 ^3- 


Die imprimitiven Gruppen, deren allgemeine Konstruktion oben 
i § 73 angegeben worden ist, geben in gleicher Weise Gelegenheit 
IT Bildung von Gruppen und damit von Funktionen mit gewissen 
Vertan zalileu. Für j( = 6 erhielte man z.B., je nachdem man zwei 
^steme der Imprimitivität von je drei ülemeuten oder drei Systeme 
an je zwei Elementen annimmt, mehrere Gruppen, deren Kenntnis 
nr von derjenigen aller Gruppen der Grade zwei und drei abhängt. 

§ 106. Allgemeine und fundamental wichtige Resultate erhält 
i&n aber auf diesem Wege nicht. Wir greifen die üntersuchimg da- 
er Ton einer anderen Seite an, welche uns zuerst eine Umwandlung 
DBerer Frage erlauben wird. 

Ist die p-wertige Funktion qo, mit ihrer Gruppe G^ gegeben, so 
ildeu wir dieselbe Tabelle, welche wir bereits in § 41 benutzten, 
'iese enthält in p Zeilen alle n'. Substitutionen; in der ersten diejenigen, 
'eiche ^1 nicht ändern, in der zweiten diejenigen, welche y, in ip^ 
nwaadeln u. s. f. Die Tabelle lautet 

S.-1, Sä, s., ...Sn G, 

I ffp, SgÖn, Sgßp, ... SrÖpJ G^.G^. 

Pir untersucbea die Verteilung der Substitutionen eiaes bestimm- 

ypus innerhalb dieser Tabelle. 

A) Es giebt «—1 Transpositionen von der Form{3;i3;o); Q = 2,3,...n. 
t also e<", und kommt in der Gruppe Gj von qa, keine Transposi- 
m Ton der Form (xjXa) vor, ao sind diese n — 1 Trans positionen auf 
ichatens w — 2 Zeilen verteilt; demuach müssen in einer der auf die 
äte fönenden Zeilen mindestens zwei derartige Trans positionen anf- 
»ten. Es mögen die folgenden sein: 


G,.Ö3 
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daiiii ei^iebt »ich, daas eine Kombiuatioit beider 

in G, vorkommt. Es muss folglich fßr p<« in G, entweder ei» 
Transposition oder eine CirkuIarBubstitutioii dritter Ordnung Yoriom- 
men, welche ein vorg es eh riebe nee Element x-, enthält. Dasselbe gJH 
für jedes andere x^. 

B) Es giebt -— „-— Snbatitutionen von der Foi-m (x^Xf,)^ (a=} 

= 1,2,...m). Ist also p< ^ — -, und kommt in der ersten Zeile 
der Tabelle keine Transpositioji {x^x^ vor, so treten in irgend ein« 
anderen Zeile sicher mindestens zwei auf. Stimmen diese in einem 
Elemente überein, wie etwa {XaX^), (XaXy), so erhalten wir, wie soeben 
durch Multiplikation eine in Gj enthaltene Substitution {XoXfiXjy^ 
stimmen die beiden Transpositiouen in keinem Elemente überäa 
{xaX^, {xyXi)^ so ergiebt sich durch Kombination eine in G^ ent 
haltene Substitution si^{XaXf){xyXA). Gj enthält also jedenfalls mi 
Substitution von nicht mehr als vier Elementen. 

0) Es giebt (w— 1)(m— 2) Substitutionen von der Form {x^x,]^, 
{k^/J = 2, 3,,.,m). Ist also p<(m— l)(n— 2), und kommt in ff, 
keine Substitution der angegebenen Form vor, so erhält man in einer 
anderen Zeile der Tabelle mindestens zwei; eine Kombination dersellieii 
zeigt, dass G^ Substitutionen von drei, vier oder fünf Elementen ent- 
halten wird. 

So erhält man eine Reihe von Sätzen, von denen wir einige M- 
sammen stellen : 

Lehrsatz I. 1) Ist die Anzahl (i der Werte einer Funktioa 

nicht grösser als jj — 1, so enthalt die Gruppe der Fnnktioa 

eine Substitution von höchstens drei Elementen, unter denett. 

sich ein gegebenes befindet. 2) Ist die Anzahl q der Wert* 

iT . M (w — 1) 

einer Fuiretion nicht grösser als -----j,- --, so enthält die 

Gruppe der Funktion eine Substitution von höchstens 
Elementen, 3) Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 

nicht grösser als ^ , so enthält die Gruppe der! 

Punktion eine Substitution von höchstens sechs Elementen.] 
4) Ist dieAnzahl der Werte einer Funktion nicht grösser aUi 
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.(n -!)(»- 2). . .(»^*+l) 


enth-iilt die zugehörige Gruppe 
ine Substitution von höchstens 2k Elementen. 5) Ist die 
Anzahl der Werte einer Funktion nicht grösser als (n — l)(n — 2) 
..(« — ft + 1), so enthiilt die zugehörige Gruppe eine Substi- 
ntion von höchstens 2k— 1 Elementen, unter denen sich ein 


'orgeschriebenea befindet, so däsa also i 
lerartige Substitutionen vorhanden sind. 


2Ä-1 


Die Frage nach der Anzahl der Werte mehrwertiger Punktionen 
st infolge dieser Resultate auf eine andere, nämlich auf die nach der 
Bsistenz von Gruppen reduziert, welche Substitutionen mit einer ge- 
iVissen Minimalanzahl von Elementen besitzen. 

§ 107. Stellen wir das erste der Resultate unseres Lehrsatzes mit 
iüheren Sätzen zusammen, so erhalten Vfir den Beweis eines wichtigen 
Pheorems. 

Wir wissen aus dem vierten Kapitel Lehrsatz I}, daas die Ord- 
icng einer intransitiven Gruppe höchstens (w — 1)! ist; folglich ist die 
^jizahi der Werte einer Funktion mit intransitiver Gruppe mindestens 

f -Tri = »; fii'" eine solche Funktion kann also p nicht kleiner als n 

sein. Aus Lehrsatz Xu) desselben Kapitels ersehen wir, dass die Ord- 

OOng einer imprimitiven Gruppe höchstens 2! (-^^1 ist; folglich ist 

äie Anzahl der Werte einer Funktion mit imprimitiver Gruppe min- 

flegtens '- — ; diese Zahl ist für «—^4 kleiner als «, nämlich 


gleich drei; für n>4 dagegen ist sie gi-Össer als n. Also kann für 
►»>4 bei einer solchen Funktion p nicht kleiner als n sein. Bei pri- 
mitiven Gruppen folgt aber aus dem vierten Kapitel Lehrsatz XlII) 
Wegen des ersten Resultates unseres Lehrsatzes aus § 106, dass t\lT 
p<n die Gruppe alternierend oder symmetrisch, q also =^2 oder =1 
Ut. Die imprimitive Gruppe, welche zu n = 4, 9 = 3, r=8 gehört, 
Ut mis bekannt; es ist die schon vielfach besprochene. So folgt: 

LehrsatB n. Ist die Anzahl p der Werte einer Punktion 
nicht grösser als n— 1, so ist entweder p=l oder =2; die 
Jruppe der Funktion wird also die symmetrische oder die 
ilternierende sein. Eine Ausnahme findet nur für n>^4, p-^S 
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j- = 8 statt bei allen den zur Gruppe von q> = XjX^+x^x, ge- 
hörigen Funktionen. 

§ 108. Wir wollen denselben Satz noch einmal von einem anderea 
Beweisgründe aus ableiten.* 

Es sei tp eine 9<«-wertige Funktion, deren Werte wir durcli 

9n Vi7 f») ■■■ f* 

bezeichnen. Wendet man auf diese Reihe irgend welche Substitutionen 
an, so vertauschen sich lediglich die ^ Werte untereinander, wie wir 
bereits früher sahen. Wendet man insbesondere auf diese Reibe eise 
Substitution der zu ip, gehörigen Gruppe fr, an, so vertauschen aidi 
die g Werte derart untereinander, dass ip^ dabei seinen Flatü nichl 

verlässt. Alle i 


->(h— 1)! Substitutionen von G, wirken t 


der Weise, dass sie nur y^, f^, ... 9:,, in andere Stellungen bringen. 
Soleher Stellungen giebt es, da p<« ist, höchstens (g— ])!^(« — 2) 
verschiedene; folglich werden unter den /■> (h — 1)! Substitutionen VM 
(r, mindestens zwei dieselben Änderungen der ipg, ^j, .-. <pg unt« I 
einander hervorbringen, ff, t seien solche Substitutionen; dann wirf \ 
ö.ir~' alte (p an ihren Plätzen lassen. Es ist aJao ff.r'^' eine TÄ I 
der Einheit verschiedene Substitution, welche alle »p^, <jij, . . . ^jj, n 
geändert läaat und daher zu den Gruppen G,, G^, ... Gg gleichzeilig 
gehört. Nach dem dritten Kapitel Lehrsatz SI) erkennt man hiü- 
aus die Richtigkeit des zu beweisenden Sa.tzes. 

% 109. Sijcht man nun, um zu allgemeineren Fragen zurück- 
zukehren, alle Funktionen, deren Wertezahl eine gewisse, vom Grade 
7» abhängende obere Grenze nicht übersehreitet, so können wir, was 
im vorigen Paragraphen ftir einen besonderen Fall geleistet wurde, 
gleich allgemein abthun, nämlich die Betrachtung der weniger wich- 
tigen intransitiven und iniprimitiven Gruppen. Wir gehen dabei auf 
die im vierten Kapitel gegebenen Bildungen zurück. 

Für die intransitiven Gruppen haben wir als Maximalordnungea 
erhalten: 

1) r=(«— 1)!, wenn (n— 1) Elemente eine transitive, eynametriflch« 
Gruppe bilden und das letzte Element sich an der Substitutionen- 
bildung gar nicht beteiligt. Es wird p = h. 


{ Mouatsber. d. Berl. Akad,, 187«, S.aii 
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2) r =- — g — —, wenn (m — 1) Elemente eine alternierende Gruppe 
den und das letzte Element aich an der Substitutionenbildung gar 
lUt beteiligt. Es wird p = 2 h. 

3) r = 2 ! (n — 2) !, wenn (n — 2) Elemente eine ajmmetrische 
■uppe, die beiden anderen eine Tranaposition bilden und beide Grup- 

n mit einander multipliziert werden. Es wird p— - — 

4) r = (n— 2)!, wenn entweder (h — 2) Elemente eine alternierende 
ruppe, die beiden anderen eine Transpoaition bilden und beide Grup- 
n mit einander multipliziert werden ; oder wenn (» — 2) Elemente 
ae symmetrische Gnippe bilden und die beiden anderen sich an der 
ibstitutionenbildung nicht beteiligen. Ea wird p = h{h — 1). 

So kann man tbrtfahreu. 

Für imprimitive Gruppen erhält man: 

-^j , wenn man zwei Systeme der Imprimitivität von je 
Elementen hat, aus jedem die aymmetrische Gruppe bildet, und beide 

»! 
^steme auf alle Arten mit einander verbindet. Ea wird p-= , ; 

r w = 4, 6, 8,... wird p=.3, 10,35,... 2 • (^ ) 

2) ''"^3'(ö^)i wenn man drei Systeme der Imprimitivität bil- 

t, jedes zu Elementen, von jedem die symmetrische Gruppe anf- 
illt und diese drei auf alle möglichen Arten kombiniert. Ea wird 
far « = 6,9,12,... erhält man p= 15, 280, 5770,... 


^m' 


) r=3 ■ ( W) , wenn die obigen drei Systeme der Imprimitivität 

r gemaas der Gruppe r= fl, (y,y,y,}, (»/.y^y,)] (vergl. § 73) kom- 

n\ 
aiert werden. Es wird p= yn^si *'^'" «=6i9, 12,.. erhält mui 

= 30,560, 11540,... ^'\{) 

Wie man sieht, wachsen d^e Werte von p in ausserordentlich 

melier Weise. 

§ 110. Wir untersuchen nun im Anschlüsse an die Resultate von 
106 die primitiven Gruppen, welche Substitutionen von vier, aber 
ine von nur drei oder zwei Elementen enthalten. 


r 


p 
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Eine der rorkommendeii Substitutionen von rier Elementen aei 
s '^ {XaX^ (x^x^). Eine solche muss vorhanden sein, denn aus dem 
Vorkommen von ff = (xaX^XyXf) würde durch Quadrierung der auf- 
gestellte Typus s folgen. 

Es sei s^^<x^Xg){xsX^) 

die in der primitiven Oruppe fr vorkommende Öubstitution von viei 
Elementen, welche wir zum Ausgangspunkte wühlen. Wir transformie- 
ren Ss durch alle Substitutionen von G und kommen dadurch nach 
der Methode von § 74 zu einer Reihe von Substitutionen desselben 
Typus, durch welche .r^J x^, x^, x^ mit allen Übrigen Elementen 
Verbindung treten. Es sind also in G Substitutionen vorhanden, welche 
Sj ähnlich sind, und welche ausser einigen der alten Elemente x, 
Xg, x^ noch neue Elemente .'>,, a^p, .':,, ... enthalten, welche sie mil 
jenen in Verbindung setzen. 

Dies ist auf dreierlei Arten möglich, je nachdem ein neues, zwei 
oder drei neue Elemente mit drei, zwei oder einem alten ElemeDte 
verbunden auftreten. Achtet man darauf, daas es lediglich auf die Art 
der Verbindung der alten mit den neuen Elementen .ankommt, nicht 
auf die Benennung derselben, so erkennt mau, dass es nur fänf typi- 
sche Formen geben kann, nämlich folgende: 

I) (^1 -^i) (^8 ^i) , (^1 ^) (a^ ^6) . 

II) K^.)(^,^«), K=^)(^.^.), 

III) M(X,X,). 

Bei der ersten vun diesen macht es z. B. keinen Unterschied, ob man 
schreibt (a;, x^) (x^x^) , (x^ x^) (x^ x^) , (x^ x^) {x^ x^) ; 

bei der letzten, ob man x^ mit x^, Xg, x^ vertauscht u, s. w. 

Die erste und die fünfte dieser Möglichkeiten fallen sofort weg, 
da man aus ihnen Schlüsse ziehen kann, welche gegen die Aimahmen 
über die Natur unserer Gruppen Verstössen. Man findet nämlich, dass 

i^i^s) (^s^i) ■ (^j^s) i^s^b) = (^s^4^b} 
K'A) («.«.) ■ K«.) (''.',)]'-(VA) 
nur drei Elemente enthalten, während doch derartige Substitution«! 
in unseren Gruppen nicht vorkommen sollten. 

Es bleiben daher nur drei Fälle zurück, welche wir der Beihe 

nach zu untersuchen haben: je nachdem G ausser s^ noch eine der drei 

Substitutionen enthält 

A) («,»^.)fe».), 


Sechstes Kapitel, Di» Anzahl der Wei-te ganzer Funktionen. 
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§ 111. A) Es kommt in der priraitJTeu Gruppe vor I 

i'olglidi findet sich in ihr auch ^^^| 

ind die Transt'ormierten von Sg durch die Potenzen von t kommen in 

r gleichfalls vor 

s. -.(■^s^!i)(-^4-''.0, ^, = i^^A){^i^6), Sa = (^iO(Js-«J, 

Da i eine Cirkularsubstitution der Primzahl Ordnung p — b ist, ao 
Üt nach § 75 die Gruppe G des Grades n mindeatena (« — 4) -fach 
{touisitiv. 

Ist «^T, so wird 6f alternierend oder symmetrisch sein. 
Dann existiert also eine Gruppe mit den verlangten Eigen- 
schaften nicht. 

Denn für » > 7 ist G mindeatens dreifach transitiv. Es giebt also 
in G eine ^ubatitation r, welche Xi nicht umstellt, x^ durch x^ und 
Xg durch .f, ersetzt. Transformiert man durch diese die Substitution 
s^, 80 entsteht ^- _ ^.^^^ _ ^^^^^^ ^^^^^^^ 

Wenn .z„ zu den Elementen x^, *Tj, x^, ar^ gehört, dann hat s' ^ 
mit Sa nur ein Element gemeinsam. Gehört Xa zu den Elementen x^, 
a^, ..., so hat / mit jeder der Substitutionen s^, s^, -.. s^ nur ein 
Element gemeinsam. Beide Annahmen führen auf die im vorigen Pa- 
ragraphen besprochene und beseitigte Möglichkeit 111). 

Es sind, wie man leicht erkennt, für « = 4 nur zwei entsprechende, 
aber imprimitive Gruppen vorhanden. Gmp{)en des Typus A) giebt 
es also höchstens für « = 5 oder » = 6. , 

% 112. B) In diesem Falle kommen in G vor 1 

und folglich auch die Kombination beider ^^^^H 

V = Sf,~'TS^ — (XjiDfj)(XgX^). ^^^H 

Dnrch diese drei Substitutionen sind die sechs vorkommenden Ele- 
Oiente ^^, Xg, ... x^ noch nicht tranaiti"v mit einander verbunden, da 
Äffiachen x^, x^ und x^, x^, a;^, x^ noch kein Zusammenhang besteht. 
Es muss also eine Substitution des Typus {XaX^ {■^iXs) in der Gruppe 
Vorkommen, welche x^, x^, x,^, Xg mit anderen Elementen verbindet. 
Enthielte diese Substitution drei der Elemente x,, x^, x^, x^ und nur 
ein neues, so würde sie mit s drei Elemente gemeinsam haben. Man 


r 
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käme also entweder auf den Typus A) oder auf die erste der beiden 
MSglichkeiten von I) in § 110 zurück. Das Eine ist erledigt, du 
Andere beseitigt. Wenn die neue Substitution nur eins der Elemente 
Xi, a^, ^5, Xg und drei andere enthielte, so träte sie mit v zum Tj- 
pQB in) aus § 110 zusammen. Auch dies ist zu verwerfen, und et 
bleibt nur übrig, dass zwei der vier Elemente mit zwei neuen yetbnB- 
den vorkommen. Die geforderte Substitution muss also eine der Fo^ 
men haben (x^ ^^ {x^ x^) , (a:, x^ {x^x^) , {x^ x^ {x^ x^) , 
{x^x^ix^x^, (x^x}){x^Xt), {xi,x^{x^x^. 
Von diesen stehen die erste, dritte, vierte und fünfte zu r, die zweit«, 
dritte, fünfte und sechste zu u in der durch C) charakterisierten Ver- 
bindung. 

Die Behandlung von B) fahrt also notwendig auf C), so d« 
alle zu B) gehörigen Gmppen bei der Untersuchung der zu C) ge- 
hörigen sich finden müssen. Wir können uns daher auf diese letzten 
beschränken, 

§ IIS. C) In diesem Falle kommen in der gesuchten Gruppe 
ffj = (a^i x^ {x^x^ , ff j = (3:^ x^") (rcg a:,) , a^ =- ff ,- ' ffj ff, = (x^ x^) (x^Xg) ' 
vor. 

Wir behandeln zuerst den Fall m = 6, 

Die Elemente iCj, x^, x^ sind noch nicht mit x^, x^, Xg verbnndoi. 
Eine Verbindung nach dem Typus {XaXp){XyXi) muss^ stattfinden, i. 
möge zu den drei Elementen x^, x^, a^g gehören. Wäre Xa gleich üj 
oder gleich Xr„ so transformierte man durch ff, oder ö^ und erhielte 
dann {x^Xi)(xcXd), so dass also «•=! vorausgesetzt werden darf. Dsnn 
sind die möglichen Substitutionen folgende: 

a) {x,x,)(x^x^), ix,x,)(x^:>^^), ix,x^){x,x„), m-3,4,6. 

ß) (a^a^m) i^t^ph ***, «1 P = 3] *i 6' 

y) (x,xj){x^x„), (x,x^)(x^x„), m, « = 3,4,6. 

Die drei ersten Substitutionen sind zu verwerfen, da ihre Produkte 
in öj, ffg, ffg auf § 110,1) oder auf Substitutionen mit nur drei Ele- 
menten führen. Bei der Substitution der zweiten Zeile findet dasselbe 
statt. Es bleiben also nur noch übrig, je nach den Werten von m, •'■ 


(V.)l':,'=i, 

{i!,x^(x,x,) 

{x,x,)(x,x,), 

("AyiVs) 

{!,«,) (»,».), 

(X^X,){X,!CJ 

(»t«i) ('^i.^i), 

{'A)(V,') 

(,x^x,)(x,as,), 

(l, ».)(»,»,) 

(x,x,)(x,x,), 

(«,!,) KXJ 
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)ie zweite und vierte Zeile muss ausgeschlossen werden, da ihre 
Substitutionen mit ö,, die dritte und sechste, weil ihre Substitutionen 
mit 0^ je drei Elemente gemeinsam haben. 

Die erste Zeile steht zu ö, in derselben Beziehung wie die fünfte 
lu ö,; wir können uns also ohne Beschränkung mit der Betrachtung 
!er ersten allein beschäftigen. 

Jede ihrer Substitutionen ruft mit e^ multipliziert die andere her- 
Man kommt also zu allen etwa für m-=6 vorhandenen Gruppen, 
renn man , . , . 

|i ff|, 0,, Oj hinzunimmt. 

§ 114. Wenn der Grad der Gruppe grösser ist als 6, so können 
M den drei Zeilen «), ß), y) des vorigen Paragraphen die Tndices 
n, K, p auch Werte annehmen, welche grösser sind als 6. Man er- 
Eennt aber sofort wieder, daaa die drei Annahmen von o) jedenfalls 
luf Widersprüche führen. Bei ß) und j») kann man zu Substitutionen 
gelangen, welche die Bedingungen, denen genügt werden soll, nicht 
Perletzen. Die Durchführung zeigt, da.ss, wie dies auch immer ge- 
achehe, eine Kombination der erhaltenen Substitutionen zu einer Cir- 
kiilarsubstitution von sieben Elementea führt. 

Folglich ist nach § 75 die Gruppe mindeatens (h — 6) -fach transitiv. 

Wäre M>9, so wäre G mindestens 3-fach transitiv, enthielte also 
sine Substitution, welche a;, nicht umsetzte, j^ '^^^ ^n i^it einander 
vertauschte. Wendet man diese Substitution auf o^ an, so entsteht 

»HO, da a' mit a drei Elemente gemeinsam hat und um der Möglich- 
ieit A) zu entgehen, x, = x^. Es wird also a' gleich dem a^ des 
rorigen Paragraphen. 

Danach ist die Untergruppe, welche J[, a^, ... x^ enthalt, bereits 
linfach transitiv. Nimmt man dazu die CirkularBubstitution rait sieben 
Elementen, so erhält man eine zweifach transitive Gruppe und erkennt 
US § 76, dass G mindestens (« — 5)-fach, also für ii>i' mindestens 
-fach transitiv ist. fcf enthält also ein 

T~ ' ff 1 T = (x, Xg) (a;^ 3:5) , 
> dass man auf jeden Fall zum Typus A) gelangt. Für n>9 giebt 
i also keine Gruppen der verlangten Eigenschaften. 

IiehraatB m. Übersteigt der Grad einer Gruppe, welche 
ubstitutionen von vier, aber keine von drei oder zwei Ele- 


r 
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st die 


ntransitiT 


Dienteu enthält, die Zahl 
oder im primitiv. 

Verbindet mau hiermit die Resultate der §t? 106 und 109. 
folRt; 

Lehrsatz IV. Ist die Anzahl p der Werte einer Funktion 
nicht griiaser als -| n (n—\'), so wird dieselbe für h>-8 sym 
metrisch in n — 2 Elementen einerseits und in den beidei 
übrigen andrerseits sein; oder es wird für sie p = 2k, und die 
Funktion ist alternierend in (n — 1) Elementen; oder es wird 
p«=K und die Funktion ist symmetrisch in(«— 1) Elementen; 
oder (f ist = l, 2, und die Funktion ist symmetrisch respektive 
alternierend in allen n Elementen.* 


§ 115. Wir schieben jetzt einen Hilfssatz ein, dessen wir zum 
Beweise eines allgemeineren Theorems bedürfen.** 

Nach § 75 Lehrsatz XVI) kann eine primitive Gruppe, welche 
die alternierende Gruppe nicht iu sich schlieast, keine Cirkularsiibat 

tution eines Prlmzahlgi'ades enthalteu, welcher geringer ist als -■ 

2« 

Bedeutet y eine beliebige Primzahl, welche kleiner ist als -^ und))' 

die höchste Potenz von ^j, welche in n! aufgeht, so ist die Ordnung 
einer primitiven Gruppe G nicht durch p' teilbar. Denn sonst um- 
schlösse G eine Untergruppe, welche der Gruppe des Grades n und der 
Ordnung j>-^ ähnlich wäre; diese aber enthält nach der KonstruktioD 
eine Cirkularsubstitutiou des (jrades p, und das müsste demnach mit 
G gleichfalls der Fall sein. Daher enthält p = »!.-*■ den Faktor p 
mindestens einmal. 

Was von p bewiesen ist, gilt für jede Primaahl, die < -^ ist, uiJ 
also auch für ihr Produkt. Daher folgt: 

LehrsatB V. Ist die Grappe einer Funktion, welche mefer 
als zwei Werte besitzt, primitiv, so ist die Anzahl der Wert' 
dieser Funktion ein Vielfaches des Produktes aller Priffl- 

2k 

zahlen, welche kleiner als -:r- sind. 


* Cttuchy; Journ. de l'Ecole Pol;tecbn. X Cahier; JBertrand: ibid. XSE 
Cahier; Abel: Oeiivree completes I. p. 13 — 21; J. A. Serret: Journ, de 1' 
Poljtechn. XXXII Cahier; C. Jordan: TraitÖ etc. p. 67-76. 

** C. Jordan: Traiti! etc. p. 66*. Note C. 
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^ 116. Mit Hilfe dieses Satzes könneD ^ 
Iiehrsate Tl. Es bedeute k irgend < 


ir Folgendes zeigen: 
ine konstante Zahl, 


öie Funktionen von » Elementeu^ 
n — k derselben alternierend oder 


welche in 
yuametrisi 


Beziehung auf 
h sind, haben 


diejenigen, welche es nicht sind. Für 


lässt der Sa 
1 k abhängigen Grenze I 


oberhalb 

ist er stets 


weniger Werte 
kleine Werte v( 
einer gewissen, 
riehtig* 

Ist tp eine in »— i Elementen alternierende Funktion, so ist die 
Ordnung der zugehörigen Groppe ein Vielfaches von l (« — ft)!, die 
Anzahl p der Werte dieser Funktion daher höchstens gleich 

Ä) 2.M(n-l)(n~2) ... (n-k+l). 

Ist ip eine Funktion, welche weder alternierend noch symiuetriBch in 
n — k Elementen ist, so kann sie entweder in Beziehiuig auf weniger 
als auf v—k Elemente transitiv sein, oder in Beziehung auf it — x 
(it<^k); nur darf' im letzteren Falle jp nicht auch ■ symmetriach oder 
alternierend in den n — x transitiv verbundenen Elementen werden, 

Wir suchen für beide Fälle ein Minimum der Wertezahl von ii 
und werden dabei zeigen, dass es fttr hinreichend grosse « grösser 
ist, als das ebtn gefundene Maximum A) der Wertezah! von tp. 

§ 117. Es sei zuerst tp nach weniger als n — k Elementen tran- 

»tiv. Dann ist die Ordnung der zugehörigen Gruppe ein Teiler von 

l^lß^iU^l .... wenn A, -ftä + -^ -f -- ■ ^ ", {k„<n-k). 

Dieses Produkt wird ein Maximum, wenn eins der k so gross als 

möglich, nämlich gleich n — k—i, ein zweites so gi-oss als möglich, 

nämlich gleich fc + 1 angenommen wird. Dabei ist also nur k+Kin — k, 

»>2fc-f 1 vorausgesetzt. Das Maximum för die Ordnung der Gruppe 

ist infolgedessen , i-,, /■ , ,m 

° (n — k~l)'.{k + i)\ 

und das Minimum für die Wertezahl von ip 

_ n (« — 1} (» - 


B) 


)-("-t) 


(»-*-l)l(ii + l)! 1.2.3 ... (i + 1) 

Man erkennt , dasa dieses Minimum B) das Maximum A) übertrifft, 
'°"'' «>t + 2{i+l)l 

gesetzt wird. Dies ist sonach die Grenze, oberhalb deren im ersten 
?alle unser Theorem keine Ausnahme jnehr aufweisen kann. 


» C. Jordanr TraJt>i etc. p. 87, 


r 
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§ 118. Es Bei ferner im zweiten Falle li- nach (m — x), (»gi) 
Elementen transitiv, aber nach dieBen ElemeDten weder aliemierrad 
noch symmetrisch. Die Gruppe G von V ist intransitiv; die Subatitii- 
tionen derselben sind also Produkte aue je zwei anderen, von denen die 
einen, welche öj, ffj, ... heiesen mögen, nur die Elemente ^,, ^si ■■■ A-< 
transitiv verbinden, während die anderen t,, Tj, ... nur die übrigea 
Elemente 3:,_,+j, ... x« enthalten. 

Die Substitutionen der Gruppe G von iIj haben dann die Produkt- 

"^ (J,r,, ÖäTj, «sTg, ..., «oEor, ..., Ö^'Tft, •■■ 

wobei ein und dasselbe mit mehreren verschiedenen i verbanden 
vorkommen kann. Es ist ohne Schwierigkeit zu erkennen, daas jedea 
ö gleich oft auftritt, so dasa die Ordnung der Gruppe G ein Viel- 
faches der Ordnung der Gruppe £—[a^, a^, ...] wird. 

Wir wollen zeigen, dass £ weder alternierend noch aymmetriech 
sein kann, da sonst auch G alternierend oder symmetrisch in (w — x) 
Elementen wäre, was der Voraussetzung nach nicht angeht. Wäre 
£ altemiereud, so hätte diese Gruppe die Ordnung J {n — x}!; dies 
übertrifft die Masimalzahl k! der Ordnung von T=[t, , r^, ...^ von 
X Elementen, sobald «>2ä; ist. Folglich giebt es in G Substitu- 
tionen ffor„, o^iTp, in denen To^tTj*, aber <?„ ö^* ist; demnach auch 
Substitutionen airru((ijyr,i)~' = #„«*"', welche nur die Elemente x„ 
Xj,, ... x„—^ der ersten Art enthalten. Die Gesamtheit derselben bil- 
det eine ausgezeichnete Untergruppe H von G; sie ändert sich nicht 
bei Transformationen von G noch auch bei solchen von £, da t„, r^, ... 
gar keinen Einfluss auf H ausüben können. H bildet also auch ein« 
ausgezeichnete Untergruppe der alternierenden Gmppe i', d. h. sie ßllt 
mit ihr zusammen (§ 84). iT^ 2,' ist demnach eine Untergruppe voB 
G, und V wird gegen die Annahme in (w — x) Elementen alternierend. 

§ 119. Es ist daher das Masimum für die Ordnung der Gruppe 

G gleich dem Produkte aus xl und der Maximalordnung einer nicht 

alternierenden, transitiven Gruppe von (»j — x) Elementen. Diese möge 

Ä (w — x) heissen. Dann ist das Minimum für die Wertezahl von V 

n\ ■ (n^xy «(H -l)... (»-x+l) 

-' xlR{n~x) fi(n-x) x\ 

Wir haben jetzt noch Ji(n — x), die Maximalordnung einer tran- 
sitiven, nicht alternierenden Gruppe von (n — x) Elementen oder 

=;.- — S-) die Minimalzahl für die Werte einer transitiven, nicht altei- 

lt[n — x) 

niereuden Funktion von (ii — x) Elementen zu bestimmen. 
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Ist diese Funktion der (n — x) Elemente imprimitiv, so zeigt 
der Lehrsatz aus § 72, dass die Minimalzahl folgende wird: 

■ (n-x)! (n-x)(n-x-l)^{^ + l) 

'^ 2{[i(n-x)Vr «""" [4(«-x)]r 

Setzen wir dies in C) ein, so erhalten wir als Minimum för die 
Wertezahl von tff 

n(n-l)...(n-x+l)(n~x)...('^ + l) 

"^'^ * x![i(n-x)]! 

Diese Zahl vergleichen wir mit der Maximalzahl A) und imtersuchen, 
I ob über einer gewissen Grenze för n der Wert G\) grösser wird als 
A), d.h. ob man erhält 

n(n— 1) ... (n — x4- l).(w--x) ... ( -^ — hl) 
>A.x\^^-^ln.(n-l) ... (n-ifc+1). 


n — X 


Bei wachsendem n wird — ^ h K w — Ä + 1 ; es ist also zu beweisen, dass 

wird. Dies ist ersichtlich, sobald man die rechte Seite unter der 
Form schreibt 

(4.x![ä;-x]!)-([^] ['^-l] ...[h-x + l]). 

X^nn jetzt ist der erste Faktor für wachsende n konstant, und das 
Verhältnis der linken Seite zur zweiten Klammer der rechten Seite hat 
Äur Grenze n+x 

2 -r -*. 

§ 120, Ist endlich die Funktion ^ der (n — x) Elemente primitiv, 
^ greifen wir auf den Hilfssatz von § 115 zurück. Es folgt aus ihm, 
dass die Minimalzahl der Werte von f das Produkt aus allen Prim- 
zahlen wird, welche kleiner als | (w — x) sind. Wir wollen dieses 
Produkt durch ^^, v-, 

bezeichnen. Führen wir es in C) ein, so ergiebt sich 

K«tto, SntMrtitationentheorie. ^ 
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Es muss nun auch hier gezeigt werden, dass für hinlänglich 
grosse n der Wert A) kleiner ist als Cg), oder dass 

jp j-2_(n--x)-j >2.x!(n-x)(n-x-l) ...(n-ÄJ+l) 

wird. Die rechte Seite wird stark vermehrt, wenn wir statt jede« 
n — x — a den ersten Faktor n — x einsetzen. Da k — x derartige Fak- 
toren vorhanden sind, so tritt dann (n — x)*"*^ auf; schreiben wirr 

statt ^ — -i also -^ statt (w — x), so braucht nur bewiesen zu 

werden, dass die Ungleichheit gilt 

wenn man v wachsen lässt, oder dass 

^>[2.(i)*-''.x!] 
Wird. 

Dies kann man entweder durch wirkliche Ausführung induktiv 
erkennen, oder auch durch Benutzung des Tchebichef'schen Satzes, 
dass zwischen v und 2i/ — 2 stets eine Primzahlliegt, falls v 
grösser ist als 3. 

Man hat nämlich auf Grund dieses Theorems 

P(2v)>vP(v), 
P(2i/) P{v) V 


Welchen Wert nun auch immer der erste Quotient auf der rechten 
Seite haben mag, man kann t stets so gross annehmen, dass die 
liBke Seite in p(2.^) p^ /_^y 

(2'i/)*-'' 1/*-* * \2*-v 

beliebig gross wird, falls man nur v grösser angenonmien hat als 
2*— x^ Damit ist dann also der Beweis unseres Satzes vollständig 
geliefert. 

Natürlich sind die hierbei erlangten unteren Grenzen bei weitan 
zu hoch; in jedem besonderen Falle ist es möglich, dieselben zu Te^ 
mindern. Da wir aber bereits die Speziallfälle bis für ()«*^n(n — 1) 
behandelt haben, so ist es nicht angethan, auf diese Untersuchungen 
weiter einzugehen. 
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Kapitel. 
Untersuchung einiger besonderer Arten von Gruppen. 

$ 121. Für unsere Untersuch uogen ist es von Wiclitigkeifc, auf 
lie Resultate fou § 48 zurückzugreifen und einige Folgerungen dai'aus 
a ziehen* 

Es sei r=p".ni die Ordnung einer Gruppe G, p eine Primzahl, 
■B relativ prim zu p. Wir saheu, dass G eine Gruppe H der Oid- 
lung p" enthält. J sei die Maximal gruppe aus G, welche mit H ver- 
ftuschbai' ist; •/ enthält H; seine Ordnung ist daher jf-i, wobei i ein 
heiler von tn und also prim zu jj ist. 

Ausser den Substitutionen von// enthält f7 keine, deren 
^xduung p' wäre. Ist t eine Substitution von J, welche H nicht 
Algehört, so wird \H, t\ eine Gruppe, deren Ordnung gleich dem 
'rodukte der Ordnung vou U und dem Exponenten der niedrigsten 
*otenz von / ist, welche in H vorkommt (§ U7). Da {H, ^} in J 
tithalten ist, kann dieser Exponent nur ein Teiler von i, also die 
Ordnung von /, welche ein Vielfaches des Exponenten ist, keine Pü- 
Bnz von p sein. 

1 (mod. p). Wir bilden die zu J gehörige Funk- 
Q -. Werte derselben welche unter dem Einflüsse 


Es 


' =k-- 


ion X '^^'^ diejenige 
Oll G entstehen : 


-tu Z«i Xb> 


(-=)^ 


j. möge aus Xi durch Anwendung einer Substitution Gy von G her- 
llWgehen. Auf die Reihe R) wenden wir alle Substitutionen von H au. 
tliebe bei allen z.B. x^ uiigeändert, so würde H zur Gruppe 00"'^°" 
On X« gehören. Ga~'Jß., enthält aber an Substitutionen der Ord- 
ittngen p' nur diejenigen von o^^'IJa^, wie J nur die von H eut- 
;51t. Es wäre also a„—'Jl0„=^^ au setzen; dies widerspricht den 
Lnnahmen, denn ff„ kommt nicht in J '*"'' "»11''^"^ *11^ Substitu- 


ien«!, die mit H vertauachbar 


sind, 


i J auftreten eoUeii. 


Durch die Substitutionen von JJ tritt daher x„ mit einigen anderen 
in Verbindung. Die Anzahl ^ . go tiiusitiv verbundenen ist ein 


; ClebBch Ann. V. 
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Teiler der Ordnung von H, also eine Potenz von^. Wir kömien si 
X21 X3: ■■■ %<• ^ ^^^^ Anzahl van Systemen zasammenf aasen, i\ 
jedes eine Anzahl p* von Funktionen enthält Folglich ist 

i-i-j).«, »,_i{j,«+i), ,-~ri{p'+n 

Alle Untergruppen von G, welche die Ordnung p" haben, -1 
atehen aus H durch Transformationen mit Rubstitutio 
von G. Wir wenden alle Substitutionen einer solchen Grnppe B' 
Ordnung ji" auf R) an; die /ix + l Werte dieser Reihe gruppi 
sich dann zu einer neuen Anzahl von Systemen, deren jedes eine 
zahl iP, ^, p^, ... von Funktionen enthält Daher ist 

Diese Gleichung kanu nur befriedigt sein, wenn mindestens einer 
Exponenten a, 6, c, ... gleich fl wird, d. h. wenn ein System nur 
Funktion % enthalt IVes sei Xi>'j dann ist W =s^~^Haii. 

H' ist durch j>".i Transformationen aus H ableit 


W ^atr^J-'HJ0^.^{Ja^)-^H{Ja^), 


Denn es ist 

also ist R' dnrch mindestens p".* Transformationen zu eria 
Wenn femer h'^t-'Ht^^^ ff,- ' ffff^ « 

ist, so wird „ _i_, , ,- ,\ , tt, ^H 

rff^-'^J, r=Jv ^ 

Es giebt demnach auch nur p'i Transformationen dieser Art. 

Hiermit ist bewiesen: 

IjelirsatB L Ist G eine Gruppe, deren Ordnung r di 
p", aber durch keine höhere Potenz der Primzahl p tei 
ist, H eine der in G enthaltenen Gruppen der Ordnuuj 
J die allgemeinste mit H vertauachbare Untergruppe vo) 
deren Ordnung wir j)".* nennen, so wird die Ordnung ?o 

Jede Untergruppe H' von G, welche die Ordnung p" hos 
ist eine Transformierte von H. Derartiger Gruppen g 
es xp + 1, und jede ist durch /("»Transformationen aua.fi 
leitbar. 

§ 122. Wir kamen bei der Besprechung des Isomorphismui 
transitive Gruppen, bei denen Grad- und Ordnungszahlen eins 
gleich waren. Es zeigten sich mehrere interessante Eigensck 
solcher Gruppen. Wir wollen solche Gruppen in den uächaten 
i als Gruppen il bezeichnen. 
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Becknet mau alle einander einstufig isomorphen transitiven Grup- 
^9)1, bei denen dann also die Ordnungszahlen r denselben Wert haben, zu 
euer Klasse von Gruppen, so enthält eiue jede dieser Klassen einen 
Kid auch nur einen Typus einer Gruppe ii (§ 90). Die Aufstellung 
Uer Typen der Gruppen ii des Grades und der Ordnung r liefert 
Ktinach die Hepräsentauten aller zu >• gehörigen Klassen und damit 
Bell die Äuzahl derselben. Diese Äuistellung ist von Wichtigkeit, da 
VDinorpbe Grup]}en dieselben Faktoren der Zusammensetzung haben 
nd diese bei der algebraischen Lösung von Gleichungen eine bedeu- 
Bnde Rolle spielen werden. 

Einen Typus können wir ganz allgemein aufstellen. Er wird 
mrch die Potenzen einer Cirkularaubstitution gebildet. Wir nennen 
pbie solche Gruppe il ein cyklisehe Gruppe und jede Funktion von 
t Veränderlichen, welche unter dem Einflüsse einer cyklischen Gruppe 
VCB Grades n uugeäudert bleibt, eine cyklisehe Funktion. 

Wir wollen uns jetzt auf die Betrachtung cyklischer Funktionen 
'om Primzahlgrade p beschränken. Es sei s—(x^x^...Xp), co irgend 
eine primitive p'° Wurzel der Einheit and 

<p = {x, -i-ax^ + üJ^a-i + . . . + aP-'x;)P. 
^aim ist (p eine zur Gruppe (? = [l,s, s^,...s*'~'] gehörige cjkliache 
^□ktioa. Denn qn wird unter dem Einflösse von s° zu 

■' ^a"i'(ä:^+, + caxa+3 + ... + co''~^X^y 
~ {u; + otx^ -i- ... -\- fai'~^ x^" = tp 
md bleibt also für G ungeändert. 

Wenn umgekehrt bei unabhängigen Xa für irgend eiue Substitu- 

md daher „ __ , 

Ift, 80 vrilrde wegen der Unabhängigkeit der .'<■ von einander folgen, 
3e88 durch t 

Xy^^ay in Xi .^ayai' = X, .^a^+y 

Sbergeht, und da fp den Summanden x^.^y-^\ tafi+y enthält, muss für 
«des y 

fy4-, = /3 + y+ 1; X,, = a:^+i, Xi,--x^+s, ...; i = S* 
«in; also gehört q) zu G. 

Es ist ersichtlich, dass für r=p die Gruppen G den einzig mog- 
ichen Typus il liefern. 

% 133, Wir suchen jetzt alle Typen der Gruppen fi vom Grade 
jid der Ordnung p.q, vo p, q Primzahlen sind, die fürs erste von 


«.+1 + w 


.^+...+^^mp-^y- 


imeift . 
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einander verschiedea angenommeti sein solle»; p möge die grössera 
von beiden sein. 

1) Ein Typus, derjenige einer cyklischen Gruppe, ist nns berei) 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Od 
nnng p.q charakterisiert. 

2) Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine SubsiitutiE 
der Ordnung jif/ vorkommen, weil dies auf 1) zurückführen würde; i 
sind also nur die Ordnungen p, q, 1 zu erwarten. Eine Snbstitntion i 
der Ordnung p ist sicher vorhanden; sie und ihre Potenzen hildeu 
il eine Untergruppe H der Ordnung p ; gäbe es noch andere derart^ i 
Untergruppen H\ so würde die Anzahl derselben x jj + I sein, 
x>0 wäre; alle diese hätteu «ine und nur eine Substitution gemi 
sam, nämlich die Einheit; folglich enthielten sie zusammen 

(j.-l)(l>« + l) + l-i.[(i>-l)«-U>i).» 

Substitutionen; das geht nicht an, also ist x — 0. Nun liefert E 
p Substitutionen; die übrigen sind säinttich von der Ordnung q: ibit 

'^^ '•' M-y-fe-l)p; 

also giebt es p Untergruppen der Ordnung q, und nach dem Lebe- 
satze I) mnes demnach 

p^qK-i-1, ;i=?— , 

also q ein Teiler von p— 1 sein. Nur in diesem Falle sind neM 
Typen ß möglich. 

3) Alle Substitutionen der Ordnung q müssen die Gruppe B der 
Ordnung j:» in sieh selbst trau sf armieren. Dies kann so geschehen, diss 
eine Substitution t der Ordnung q dabei eine Substitution £ der Ord- 
nung p in sich selbst umwandelt. Es sei diese letztere 

Nnn dürfen in keinem Cyklus von f zwei Elemente mit gleichem 
oberen Index vorkommen. Denn eine passende Potenz von ( würde 
diese aufeinander folgen lassen, und diese Potenz gäbe durch Multipli- 
kation mit einer Potenz von s eine Substitution, welche, ohne dass 
sie sich auf die Einheit reduzierte, weniger ala^.fy Elemente enthielte.! 
Wir können folglieh einen der Cyklen von t gleich 

setzen, was ja stets durch geeignete Bezeichnung der Elei 
der unteren Indices zu erreichen ist. Dann erkennt man s 
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) t auf 


■st^s 


^9° folgen läsBt 3;,"+^, auf Xg" ebenso x^''+\ ..., 

a dass wir erhalten, wenn die oberen Indicea mod. g rednziert werden, 

i - (.-Ci'ii'a:/. . . J,!) {z^%K ..x^i)... (V V- ■ ■ V), 

st = {Xy^X^^. . . Xg'IXg^l'^X^^i^ . , . Xp" X^'' '^^ ...).. . 

Cier muss jeder obere dem unteren ledex mod. q kongruent, also aach 

p — )r (mod. q) 
sin, und damit der CjkluB mit dem Elemente x,," sich schlieast, 
'"»'' »+l=j,+ l-l (mod.s) 

taa, was nicht mi3glich ist. s^ enthält also alle p.q Elemente in 
inem Cyklus. Wir kommen daher bei der Anaahme (-'si = s zum 
"ypus 1) der cyklischen Gruppen zurück. 

4) Alle Substitutionen der Ordnung q müssen die Gruppe H der 
Irdnung ji in sich selbst transformieren. Dies kann zweitens so ge- 
Bhehen, dass eine Substitution ( der OrdnuHg q dabei eine Substitu- 
on s der Ordnung p in s" transformiert. Es sei 

s = !Xi'ij', ..Xj,') (xj^^x^^. . ,a:/) . . . (x^^x^^. . . Xpi). 

Wir können aus denselben Gründen wie oben einen Cyklus von t 

iteen. Dann erkennt man aus 

ina t auf ^-'si = s-, 

ij' folgen liisst ^'n+i'"''', auf .t/ ebenso J^»a+/"'"S 
auf Xa+i'' ebenso a^oo+i*"'"', ■■■i 
dass wir erhalten 

t^(x^^3S^*...Xil)...iXa + i'-X„a+i^3C„a>+l^...!^m<>'~' + l'- ■■)■■■ 

ill dar angedeutete Cyklns mit jenem letzten Gliede x^a^-^^i^ ge- 
hloBsen sein, so ist 

aa^+l--^a+l {mod.p), ai=l (mod.p) 
letnen. Hieraus ersehen wir zuerst, dass 2 eil Teiler von j>— 1 
was wir schon oben fenden; ferner, dass a zum Exponenten g ga- 
ren muss und dass es also g—i Werte «[, öj,...«,-! für a giebt; 
dlicli, dass alle diese den Potenzen eines beliebigen unter ihnen 
)i.p kongruent sind. Aus t-^st = s^ folgt 

t also die Umwandlung von s durch Transformation mit / in 
le beliebige Potenz mit dem Esponenten ai vor, ao giebt es auch 


1 
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Substitutionen, welche s in die Potenz (l^, n^, ... rt,,_i von s 
dein. Demnach wird die Wahl von «j ohne EinHuas auf den Tjyai 
der Gruppe sein, und es giebt, wenn überhaupt einen, so auch 
einen Typua, der aus .s und / gebildet ist. 

Die Potenzen von l, nämlich /', i',".,. f''~', liefern (^ — 1 1 
achiedene Substitutionen der Ordnung 7; ferner werden die (rj— 1 ) erstea 
Potenzen aller 

in ß vorkommen. Dies giebt zusammen p-{g— i) Substitutionen def ii 
Ordnung g; die Gruppe H der Ordnung ;> enthält }> Substitutionai, 
und so hat man wirklich alle p.q Substitutionen, unter denen keine 
von der Ordnung p . q ist. 

Hier haben wir also einen neuen Typus erlangt. 

§ 124. Endlieh sind noch alle Typen der Grruppen il vom Grade 
jp' aufzusuchen. 

1) Ein Typus, derjenige der cykliseheu Gruppe, ist uns bereite 
bekannt. Er wird durch das Vorkommen einer Substitution der Oii 
nong p* charakterisiert. 

3} Giebt es andere Typen, so kann in diesen keine Substihitioc 
der Ordnung p- vorkommen; es sind folglich nur j)*— 1 Substitutionen 
der Ordnung p und eine der Ordnung 1 zuzulassen. Es sei s eine 
der Substitutionen von fl, / eine andere, nicht als Potenz von s dar- 
stellbare, dann wird Sl durch *■ und t bestimmt sein. Denn, da erst 
die p^ Potenz von t durch s auadriickbar ist, so sind alle 

g'f (ff = 0, 1 ,.../,- 1; i -= 0, 1 , . . . ^ - 1) 
von einander verschieden; folglich ist 

.•2 = [s».(*] («,6 = 0, l,...j)-l), 
und man hat die Beziehungs reihe 

S) ts^s'^^th, i^s^^s^'t'^, ... tf-Ks^s^-'-'t'p-'. 

Werden zwei der Exponenten d einander gleich, so ersieht 

»"»" (,,_,.,,, ,.,_,,,.• („!,,_ ,X,.), 

dass 

(t''s)-K(fs}^s-H^s=(s'f)->{sH'-)-^ty. 

Da man statt f" auch t setzen kann, so folgt, dass es in ß ein 1 
giebt, welches, durch s transformiert, sich in eine Potenz t' 
umwandelt. 
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Dasselbe findet statt, wenn in der Reihe S) alle Exponeaten 

Ton einander verschieden sind; denn einer von ihnen wird dann 

^eich 1 werden, da keiner gleich Null sein kann, und aus 

fs^st' folgt s-'i"s= f. 

3) Wir können also voraussetzen, dass eine Substitution 

/ = {x^'^i' rp')(3:/3;j*.. .j:p^...(Xii'x/. ..x/) 

LVTch die Transformation mit s in eine Potenz t'i übergefahrt wird. 

>en ersten Cyklus von s dflrfen wir setzen, wie dies schon iui vorigen 

Paragraphen geschah, /^. i^, ij. a ^. ,-, 

jjat 1} = 1 , so ergiebt sich 

'' s = (xi'x^". . . x/) («ä'a^g*. . . a/) . . . (x/ x/. . . x/) . 


Man erh^t also die p + 1 Substitutionen 

s, t, st, «(*, ... stf-\ 
Seren (p— 1) erste Potenzen nebst der identischen Substitution 1 die 
Gnippe S vollständig bestimmen. 
4) Es könnte endlich 

Dann wäre 

S=(x^'-X^'...X.jf)(X^'^X„^i'Xa'+l^...Xa!--- + l>'XaF^l^...)...; 

oamit der zweite Cyklus nach den ersten p Eleuienten sich schliesst, 

niDaa sein ac+l-^2, a"-! (mod.p); 

das ist aber för a ,- 1 unmöglich. 

Stellen wir die bisherigen Besultate zusammen, so folgt: 
LehrsatE ZI. Es giebt drei Typen von Gruppen Sl, deren 

Grad und Ordnung gleich dem Produkte zweier Primzahlen 

iat; der eine Typns ist derjenige der cyklisehen Gruppen. 

fl 125. Wir betrachten jetzt eine andere Kategorie von Gruppen, 
solche nilmlich, deren Substitutionen entweder kein oder nur ein 
oder alle Elemente ungeändert lassen. Den Grad der Gruppen neh- 
men wir gleich der Primzahl p. 

Dann ist jede vorkommende Substitution regulär; denn 
enthielte sie nicht in allen ihren Cyklen gleich viele Elemente, so 
würden in einer geeigneten Potenz zwei oder mehrere Elemente zum 
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m^ der ganzen Funktionen, 


Wegfall gebracbt werden könneu, ohne daaa die Potenz gleich dir 
Einheit würde. 

Die Substitutionen, welche alle Elemente umsetzen, aisj 
cyklisch; denn j» ist eine Primzahl, Daraus folgt weiter: Die Grup- 
pen sind transitiv; ferner nach § 90: die Anzahl der SubBtita- 
tionen, welche alle Elemente umsetzen, ist gleich p — l. Wir 
können also s=(x x x x) 

nebst den ersten p—i Potenzen als in den gesuchten Gruppen tiw- 
kommend annehmen. 

Es handelt sich daher nur um die Bestimmung derjenigen Sub- 
stitutionen, welche ff — 1 Elemente umsetzen. Es sei t ii^end m 
unter ihnen und f—'st 

die Transformierte von *' durch (; da diese der ursprünglichen Sub- 
stitution ähnlich ist und also, wie diese, alte p Elemente enthält, ao 
wird es eine Potenz von s 

hier musa natürlich statt eines jeden Index sein kleinster positiver Em( 
mod.j) genommen werden. Da es lediglich von der Benennung sb- 
hängt, welches der Elemente von t nicht umgesetzt vird, so köimeii 
wir annehmen, es sei x,. Dann wird 

t'^ (XfX„^lX^> + ,X^-^, ...).. .{Xa+iXam+l^am^ + l ■ - ■) 

Es möge nun g eine primitive Wurzel {mod.p} sein, dann wsi 
alle Reste der ersten (p—l) Potenzen von g 

G) 3'j5Nf)^,---ä'''~', ,*""'-! (mod-jP) 

von einander verschieden, und wir können daher setzen 

m-^g^ (mod,jj). 
Wir bezeichnen nun t durch t^,-^ dann erkennt man, daas t^ aus /i Cji" 
len von je Elementen besteht; denn jeder der Cjklen von %. 

Gchliesst sich, sobald 

dwi'+l— a+1, , , , 

p — \ 
wird; dies geschieht erst bei s= — ■ 

Besteht ferner eine Substitution U, welche . 
und welche ein jedes Element x^^y durch Xa./'-^-i 
t.'-t/ jede« ^.^^^ ^^^^ a;„.^^+^.+i. 


i ungeändert ^Bst, j 
rsetzt, dann e 
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ieatimmen wir jetzt a, ß so, dass an+ßv dem kleinsten gemeiti- 
i&men Teiler w von (t, v (mod.jo) kongruent wird, so erhalten wir 

wobei dann t„ und t, Potenzen von („ werden. So kann man fort- 
ahrea, bis alle Substitutionen, welche a:; ungeändert lassen, als Po- 
ien2en einer unter ihnen tg und zwar derjenigen dargestellt sind, bei 
welcher g" die niedrigste in der Reihe G) vorkommende Potenz ist, 
welcher eine Substitution t entspricht. 
p — 1 
Mit ig kommen alle Potenzen von t„ in unserer Gruppe vor. 

Dieselbe ist durch s und t„ bestimmt und enthält nach § 62 - - 
Substitutionen, tf kann unter den Teilern von ^ — 1 willkürlich ge- 
wählt werden. 

§ 126. um eine zu der eben konstruierten Gruppe gehörige Funk- 
tion aufzustellen, bilden wir zuerst die zu s gehörige cyklische Funktion 

V»! = (^i + taa-g + w*j^, + . . . -1- af-'xpy, 
in der a eine primitive p"' Einheitswurzel bedeutet. Auf i/j, wenden 
i^^e Potenzen von ta an und erhalten 

^P*j — (*i + ra«9»''+i+ o>*Xt!/»'+t+ ... + co^-iaitp^D^Bo+i)" 

llle ip gehören als cyklische Funktionen zu der aus s gebildeten 
Jruppe; für die Substitution t., und deren Potenzen gehen sie in ein- 
■öder über; jede symmetrische Funktioa von 

(ti , ^u, . . . i'ii—t 

"ird also für alle Substitutionen der Form j?*4' ungeändert bleiben; 
'Bhlt man unter Einführung einer unbestimmten Grösse i- 
--P-« = (^ - tfp.) (^ _ ^g) . . . (i/> - 1/,^_,}, 

) wird W„ umgekehrt auch nur für diese Substitutionen seinen Wert 
eibehalten, y,, gehört also zur oben gefundenen Gruppe. 

I 137. Setzen wir ö=l, bo wird die Ordnung der Gruppe 
{p— 1). Es nimmt t die Form an 

t Gruppe wird also zweifach transitiv. Wir nennen sie die meta- 
rklische Gruppe und die zugehörige Funktion >P, eine meta- 
klische Funktion. 
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Setzen wir ö = 2, so wird die Ordnung der Gruppe p^—^-' Ea 
nimmt / die Form an 

/, = (ai,J.>+>*>'+'---)(^-» + >^-'i''+i^'.f+i---)- 
Die um 1 verminderten Indices in der ersten Elammer sind die qua- 
dratischen Reste mod.ji; a ist ein beliebiger quadratiscber Niehtrest 
mod.j) Diese Gruppe heisst die halb-metacyklische Gruppe und 
eine zugehörige Funktion W, eine halh-metacykÜBche Funktion.* 

§ 128. Wir können alle Substitutionen der Gruppen il vom Prim- 
zahlgrade p, und ebenso diejenigen der in den letzten beiden Pari- 
graphen bebandelten Gruppen in einfacher Weise durch die Aagabs 
der Indice Bänderungen von z,, x^, ...Xp darstellen. Die Substitufciraiai 
von ß sind dann durch 

s= = |2 z + a (mod._p) (« = 0,l,2,...i>-l) 
bestimmt; wir verstehen das Symbol, welches soeben eingeführt wurde, 
so, dass in der Substitution Sg jedes Element x, durch X:^a zu 6^ 
setzen, und statt z-\-a sein kleinster nicht negativer Rest (mod.p) 
einzufiibren ist. 

Die in den vorigen Paragraphen behandelten Gruppen enthalten 
dann erstens alle Substitutionen So, femer aber auch, wenn wir da- 
selbst alle Indices um 1 vermindert denken, diejenigen Substitutionen, 
bei denen jedes Index mit demselben Faktor multipliziert wird, also 
für 2^ = 0, l,2,...i)-l, 

ö^-|£ ßz, (mod.i)) (j!(=l,2,3,...i)-l). 
In dem Ausdrucke der Substitutionen 

^= Z ßz+n\ {moA.p) (a=0,l,...j)-l; ß^ l,2,...p-\) 
sind alle Substitutionen Say Ofi und deren Kombinationen enthalten. Da 

ist, so folgt, daas die ( eine Gruppe des Grades p und der Ordnimg 
jp(p — l) bilden; diese Gruppe atimmt daher mit der von uns in § IST 
behandelten übe rein. 

Setzt man fest, dass für ß nur die Werte 


genommen werden sollen, so wird ßß^ wieder zu derselben Beihe ge- 
hören, und man erhält die Gruppe des Grades p und der Ordnung 

p— 1 
p 1 welche oben besprochen wnrde, 

• L-Kronecker; vetgl. F. Klein: Clebsch .\im.XV, 268. 
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§ 139. Die Betrachtung der linearen gebrocheueu Substitu-'' 
tionen (mod,p) führl uns zu Gruppen des Grades p+1 und der OrcUj 
niing (jii+ ^)p{l>— 0- f^is ''11 bebandelnden Substitutionen haben dieT 
Form „ , 1 fl I 

"= ; ' ;it, I (»"'■"'^ 

dabei soll s die Werte 0,1,2,.,.jj— 1, oo annehmen; die Elemente 
der Gruppe sind daher 3:0, x^, x^, ... ^,, — 1, 3:^. Durch die Werte «, 
ß, JJ, ö wird M bestimmt, aber umgekehrt kann ein v durch verschie- 
dene Annahmen von a, ß, y, d gegeben werden; um dies zu vermei- 
den oder einzuschränken, benutzen wir die Differenz 

D) aS-ßr, 

die Determinante von h. Ist sie positiv, so dividieren wir Zähler 
und Nenner von ■ — — ^ durch yRd — ^y, ist sie negativ durch "j/^j' — arf; 

dadurch erreichen wir es, dass für die neuen Koeflicienten die Glei- 
chung 

D') ad-ßyr +1 (mod.p) 

besteht. Wäre nun für verschiedene Systeme r, (i, y, rf, respektiv 

yz + S yt^ + ^i ^ " 

80 würde aus 2^-ü, z^co, 3 = 1 s = — - folgen, dass entweder 1 

' ' « y 

oder o - a a s, (mod./j) 

«1^=-«) ßi^-ß, 71^-7, d,=-ö 
sein musa. Nehmen wir den Spielraum für a, jS, y, ä von bis p — 
so können und werden je zwei verschiedene Systeme der Koefßcienten 
die gleiche Substitution u geben. 

Durch D') ist angenommen, dass ad ^ ßy von Null verschieden 
sei; diese Einschränkung ist notwendig, denn unser Symbol kann nur 
dann eine Substitution darstellen, wenn für verschiedene ^ nicht 

yz + ö YBi + ä 
sein kEinn. Das wird durch die Annahme ad'-^ ßy verhindert. 

Ein Index z der Substitution 11 kann nur dann ungeändert bleiben, I 
ireim 

E) yz^ + (ä-a)s!-ß=0 (med.?) 
iet^ Dementsprechend giebt es vier Arten von Substitutionen ) 


i 


, r„ «, 



r 


iktioaSH^ 


142 E)rater Äbachnitt. Theorie der SiibatitutioDen und der lafajiaeD PudI 

a) Bei der ersten sind beide Wurzeln von E) imaginär; dies g^ 
schiebt, falls 

('« + 


1— ) T 1 (wenn aä-ßy^±l ist) 


quadratischer Micbtrest (mod. q) ist. Die Substitution setzt dann aUe 
Element« Xg, Xj, x^, ... %— i, ^ai um- 

b) Bei der zweiten Art von Subatitutioueu falleu beide Wiiizdt< 
von E) zusammen. Dies gescbiebt, falls 

(^-i:- j+l=.0 (mod-i)) (wenn €cä-ßy^±l ist) 

wird. Die Substitution lässt dann ein Element ungeändert. 

c) Bei der dritten Art von Substitutionen sind beide Wuraeb 
von E) reell und von einander verschieden. Dies gescbiebt, falls 


m^ 


I 


^L nur di 


Tl (wenn ad — ßy -±l ist) 

(mod. ji) quadratischer Best ist. Die Substitution läsat dann zwei Et 
mente ungeändert. 

d) Bei der vierten Art von Substitutionen ist die GleicKung E) 
identisch erfüllt. Dies geschieht, falls 

y.-0, ß = 0, ß-tf (mod.p) 
wird. Die Substitution läsat dann alle Elemente ungeändert. . 

Endlich bemerken wir noch, dass 

M^ I , ^±i ' I « "i^+^i = I ^ (««i+^yQ^ + C'^^.+jäJJ : 

^ I ys + 6 \ y,B + S,i \(yttr + Öy,)s + (yß,-i-dg,)' 
N) ia3^ßy){a,d,-ß,y,)={aa, + ßy,){yß, + dS,) 
-(aßt + ß3,)iya,+yS,') 
ist. Jetzt sammeln wir die erhaltenen Resultate: 

Wir wählen a nicht -- (mod. jj), ß und y beliehig; dann giebt esn 
jedem der so erhaltenen (j) — 1) j)^ Systeme zwei Lösungen von D"), 
von denen aber je zwei nur eine Substitutiou « geben; also erhält 
man p^—p^ Substitutionen. Wir wählen cc^O (mod.p.), 8 beliehig; 
dann muss wegen D') ß im Bereiche 1, 2, ...jj~ 1 gewählt werden 
und zu jedem der so erlangten Systeme a, tf, ß giebt ea gemäsa D') 
zwei Werte von y. Aber auch hier liefern je zwei Lösungen nur an 
m; also erhält man p{p— l) Substitutionen. Zusammen hat man dem- | 
nach y — p = (j) + 1) /* (p — 1) gebrochene lineare Substitutionen. Diese | 
bilden w^en M) eine Gruppe. Greift man aus allen Substitutionen I 
nur diejenigen heraus, welche dem oberen Zeichen in D') entsprechen, 
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, (ii+i)p(ii-i) 


SO erhalt man 


Substitutionen ti. Diese bilden wegen 
heisst „die Gruppe der Modular- 


2 

M), N) auch eine Gruppe; 
^leichungen für p".* 

Die Gruppen enthaften nur Substitutionen, welche alle p + 1, oder 
9, oder p— 1, oder überhaupt kein Element umsetzen. Die Sabatitu- 
üiouen, welche ein Element ungeändert lassen , bilden eine zweifach 
tianBitive Gruppe. 

Lehrsatz m. Die linearen gebrochenen Substitutionen 
^mod. jj) bilden eine Gruppe des Grades p+1 und der Ord- 
aung (p+l) p (p— l); diejenigen unter ihnen, deren Deter- 
minante quadratischer Rest (mod, p) ist, bilden eine Unter- 
gruppe der Ordnung ^ i?_\r_. _'!, die Gruppe der Modular- 

gleichungen für p. Lässt eine Substitution dieser Gruppen 
snehr als zwei Elemente ungeändert, so reduziert sie sieh 
Muf die Einheit. Die erstere der beiden Gruppen ist drei- 
fach transitiv. 

% 130. Wir geben endlich noch die Konstruktion einer Punktion, 
die zu der Gruppe der linearen gebrochenen Substitutionen gehört. 
"Vir bilden zunächst nach den Angaben von § 126 eine Funktion Wi 
der p Veränderlichen a;^, x^, ... Xp—i, welche für die Gruppe aller 

t^\e ßz + a\ (mod-i).} {« = 0, 1, ...p~l; ß = l, 2, ...p-l) 
vsi nur für sie ungeändert bleibt. Diese Gruppe ist eine Untergruppe 
derGmppe der gebrochenen linearen Substitutionen, aus der sie durch 
3"=0 hervorgeht. Die Anzahl der Werte von y,, welche durch die 
«hervorgerufen werden, ist gleich (j)-|-l); es mögen diese Werte 

'Fl, ^g, ... ^p+i 
Sein, so dass die Reihe der 'F„ unter dem Einflüsse dieser Gruppe der 
gebrochenen linearen Substitutionen sich bis auf ihre Folge reprodu- 
wert. Versteht man daher unter ^ eine unbestimmte Grösse und 
Mdet 

80 wird diese Funlition zur Gruppe gehören. 


§ 131. Wir wollen uns jetzt noch mit solchen Gruppen beschäf- 
tigen, deren Substitutionen unter einander vertauschbar sind. 

• VargLJ.Gierster; Clebsch Ann. IS, p.319. 
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e der Siibatitiitioneii und der ganzen Fiinktiouen. 


Doch können wir hierbei eine allgemeinere Behandlung eintreta P 
lassen, welche die erlangten Resultate vielfach verwendbar machi* 

Es seien ö', Ö", fl"', ... Elemente in endlicher Anzahl und so bfr 
schaffen, dass sich aus Je zweien derselben mittels eines bestimmt« la 
Verfahrens ein drittes ableiten lässt. Demnach soll, wenn das ßesullat 
dieses Verfahrens durch /" angedeutet wird, fär zwei beliebige Elfr U 
mente 9', 6", welche auch mit einander identisch sein können, einfl'" 
existieren, welches gleich /'{Ö', 6") ist. Überdies soll 
/■(«■, 9") -/■(»", «'), 

n»',ne",r'j)-f(n»',r],d"'), 

nnd aber, sobald 8" und ft'" von einander verschieden sind, auch li 
«6', 6") 4-/(9', 8'") i 

sein. Dies vorausgesetzt, kann die mit /'{Ü', 6") angedeutete Ope» " 
tion durch die Multiplikation der Elemente Ö', 9" ersetzt werden, 
man dabei an Stelle der vollkommenen Gleichheit eine blosse Äqm- 
Valenz einführt. Macht man von dem üblichen Äquivalenzzeichea 
fv) Gebrauch, so wird hiernach die Äquivalenz 

d'd"^d"' 

durch die Gleichunc 

f{d%B") = B"' 

definiert. Da die Anzahl der Elemente 0, welche mit n bezeichnet 
werden möge, als endlich vorausgesetzt ist, so haben dieselben 


I) Unter den verschiedenen Potenzen eines Elementes 9 giebt ei 
stets solche, die der Einheit äquivalent sind. Die Exponenten aller 
dieser Potenzen sind ganze Vielfache eines derselben, zu welchem du 
betreffende 6 gehört. 

IJ) Gehört irgend ein 9 zum Exponenten v, so gehören ancli « 
jedem Teiler von v gewisse Elemente 9. 

III) Wenn die beiden Exponenten p und ff, zu denen respelrtire 
die Elemente fl' nnd 9" gehören, relative Primzahlen sind, so geliÄrt 
das Produkt 9' 6" zum Exponenten qo. 

IV) Tat «1 die kleinste Zahl, welche die sämtlichen Exponenten 
als Teiler enthält, zn denen die n Elemente 9 gehören, so giebt es 
auch Elemente, welche zu n^ selbst gehören. 

Der hier mit 7l^ bezeichnete E.xponent ist der grösste von alleiii 
zu denen die verschiedenen Elemente 6 gehören; zugleich ist n, an 

" L. Kronecker; Monataber. d. Akad. d. Wiaaensch. z. Berlin Dezemb. 191( 
p. 831. Paa Naclifolgende ist dieser Abhandlung grossenteila wörtlich enl 
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^nzes Vielfaches von jedem dieser Euponenten, und es findet dem- 
:Mxah für jedes beliebige die Äquivalenz 6"' -^ 1 statt. 

§ 132. Gehört ö, zum Exponenten n,, so läast sich der Begriff 
1er Äquivalenz dahin erweitern, dasa zwei Elemente B' und 6" nU 
^relativ äquivalent" angesehen werden, wenn für irgend eine ganze 

ist. Das Aqui valenzzeichen (^ bleibe für den früheren engeren Begriff 
lier Äquivalenz reserviert. Sondert man nun aus sämtlichen Elementen 
9 ein vollständiges System solcher aus, die untereinander nicht relativ 
Äquivalent sind, so genügt auch dieses den für das System aämtiicher 
demente 6 oben aufgestellten Bedingungen und besitzt daher auch 
a,Ue daraus abgeleiteten Eigenschaften. Es existiert also namentlich 
«ine der Zahl n, entsprechende Zahl ))g, welche so beschaflen ist, dass 
die Mj" Potenz eine's jeden 9 dieses neuen Systems relativ äquivalent 
Hins, d.h. .-^jÖi* ist, und es existieren ferner Elemente 9„, für welche 
leine niedrigere als die n^'^ Potenz relativ äquivalent der Einheit wird. 
Da fllr jedes Element Ö die Äquivalenz 9''':nj1 stattfindet, und also 
»fortiori 0"' auch relativ äquivalent Eins ist, so muss nach I) die 
gleich «j oder ein Vielfaches von «j sein. Ist nun 

I erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten zur Potenz -' ? so 

k . . - "* 

, wenn — =ih gesetzt wird, die Äquivalenz 

lieber, da 0, zum Exponenten ji; gehört, unmittelbar folgt, dass 
und also k ein Vielfaches von n^ sein muss. Es giebt dem- 
iaeh ein Element 9g, definiert durch die Äquivalenz 

B^e,"'c^B„ oder e,^e„e,"'-"', 

dessen nj* Potenz nicht nur relativ, d, h. im weiteren Sinne, sondern 
Mch im engeren Sinne der Einheit iiquivalent ist, und welches (im 
zweifachen Sinne des Wertes) zum Exponenten n^ gehört, da ja die 
ffleichoi^ besteht 

9ä'^^0„'^9/"^-""' ^ e.'ö,""^-'""' ^ ö,"'"' ^ 1. 

Indem man nunmehr je zwei Elemente 0', 9" als relativ äquivalent 

ansieht, für welche: H'fl/ifl* fl" 

ist, gelangt man zu einem dem Elemente 9j entsprechenden S^, wel- 
chea zum Exponenten »„ gehört, der gleich % oder ein Teiler von n, 


1 
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ist u. H. f., und man erhält auf diese Weise ein Fundamentalaystem 
von Elementen 6,, öj, Bj, ..., -welchea die Eigenschaft hat, daas der 

Ä»«in,* ve.'-e.'.... (*,-i,ä,...»,) 

im Sinne der Äquivalenz sämtliche Elemente 6 und zwar jedes 
ein mal darstellt. Dabei sind die Zahler »(,, »j, w,, ..., zu dena 
respektive 0;, 6^, Ög, ... gehören, so beschaffen, dass jede deraelbai 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt «,.«,. «3... 
ist gleich der mit n bezeichneten Auzahl sämtlicher Elemente Ö, and 
diese Zahl n enthält demnach keine anderen Prirat'aktoren als die- 
jenigen, welche bereits in der ersten Zahl w, enthalten sind. 

% 133. In unserem Falle müssen die Elemente durch Substi- 
tutionen ersetzt werden, die mit einander vertauschbar sind, n, die 
Anzahl der Elemente 6, geht in die Ordnung r der Gruppe über. 

Wir haben demnach: 

Lehrsatz IV. Sind die Substitutionen einer Gruppe unter- 
einander vertauschbar, so giebt es ein Fiindamentalsystein 
von Substitutionen s,, s^, s_,, ..., welches die Eigenschaft be- 
sitzt, dass der Ausdruck 

W'V'--- (^. = 1, 2, ■-.»-,■) 
sämtliche Substitutionen der Gruppe und zwar jede nur ein 
mal darstellt. Dabei sind die Zahlen »*,, r^, »"g, ... die Ord- 
nungen von s^, Sy, .s,, ... und so beschaffen, dassjede derselbcB 
durch die folgende teilbar oder ihr gleich ist; das Produkt 
dieser Ordnungen r^>■^r^ ... ist gleich der Ordnung r der Gruppi 

Die Zahl »•, ist als die Maximalzahl unter den Ordnungen be- 
stimmt. Die Substitution s, dagegen nicht; es könnte auch ein 
welches zu i\ gehört, an ihre Stelle treten. Je nachdem man dann 
von Sj oder von s', ausgeht, könnten sich aueh die Werti 
ändern. Wir werden zeigen, dass dies nicht der Fall ist. 

Alle Substitutionen ^ ^^ 

mit festen Indices bilden eine Untergruppe. Dies ist eine 
nete Untergruppe; denn es ist 

da alle Substitutionen unter einander vertauschbar sind. 
nun die Grappen a 1, c i c c 
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... die Faktoren der Ziisammensetzuiig; 


■of, 80 werden die r,, 

»ie sind also kotiBtajit. 

LehTBats V. Die 

Sahlen r., r„, c,, .. . 


in der obigen Darstellung auftretenden 
ind für die Gruppe invariant. 


Achtes Kapitel. 

Aimlytisclie Darstellung der Substitutionen. 

Die lineare Gruppe. 

f' 134. Wir kamen im letzten Kapitel zu einer neuen, vierten 
Hang der Substitutionen, welche dftrin bestand, daes der ana- 
lytische Ausdruck angegeben wurde, deuigemäaa jeder Iudex der Reihe 
acj, Jg, Jj, ... durch die Substitution umgewandelt wird. Geht näm- 
Mäi der Index 3 in 3;= durch die Substitution in tpiß), d, b, .'-V in x^[c) 
nur, 80 ist die Substitution s durch die Schreibweise 

»- 2 9>(») 
Vollkommen bestimmt. Fflr (p (s) darf natürlich 
goiommen werden; es muss nämlich die Reihe 

.r,, Xgj jg, ... .r„ in a:,j,{i), X^^), x,f(i), 
derart übergehen, dass die Indiees fp(l), <p(2),.. 
Seihenfolge mit 1, 2, 3, ... n iibereiustimmen. 
gegebene Substitution in die verlangte Form umgesetzt werden. Denn 
■wenn 

V(i)-h, 9(2)-;, ... 9(n)^,, 

gefordert wird, so konstruieren wir, der Lagrange 's eben Interpolatious- 
ftnnei gemäss, für 

F(,)-(z-l)(,~2)...{,^n) 
äe Funktion, welche den Bedingungen genügt, in der Form 

Sie steigt in e bis zum Grade w — 1. Es ist klar, daas man der For- 
mierung durch unendlich viele Formen für ^(e) genügen kann. 

§ 135, Ist n eine Primzahl ;), so kann man einerseits eine Er- 
weiterui^ dadurch eintreten lassen, dass man die Indiees 1, 2, 3, ... p 
durch ein beliebiges vollständiges Restsystem (mod. p) ersetzt denkt, 
slao auch Indiees znlässt welche den Wert u überschreiten: andreraeils 


jieht jede Funktion 


q5(n) bis auf die 
kann jede 


pW- 
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kann man jede Form von v{i!) ohne Schwierigkeit bis äaf den Gni 
p—l erniedrigen, da ja äP— ä (mod.p) für alle Werte 0, 1, 2, 
p—1 von 2 gilt 

Speziell wird F{z)^z^ — z werden und F'{fs)~ps!''—''- — 1=- 
In diesem Falle n = p kann man durch das folgende Theorem 
Funktionen fpiz) charakterisieren, welche geeignet sind, eine Substi 
tution analytisch auszudrücken, bei denen demnach die Werte f(^ 
(p(l), ... y(p— 1) ein Tollständiges Restsyatem ausmachen. 

IiehraatB I. Damit |2 9d(^)| eine Substitution von p 
menten ausdrücke, ist es notwendig und hinreichend, dssi 
9(s) und seine p — 2 ersten Potenzen sieh auf den ji — 2"" Graä 
reduzieren, nachdem man sie mittels sP'—z auf den p — l'™Grid 
gebracht und alle Vielfachen von p unterdrückt hat.* 

Ea sei ^{z)^Ä^ + Ä,e + Ä^z^ + ...->rÄ,-^zP-' 
eine beliebige ganze Funktion mod.j). Wir bilden 

\tp{^)Y ^ A""' + ^i*""2 + ^.'""«^ + . . . + ^p_i'"''^''-i (mod. j)) 
tmd erhalten, da für ein jedes K<p— 1 

O'+l"+2«+... + 0)-l)- = (mod.p) 
ist, den Wert der Summe 

S) t9'(0)r + ['P(l)]- + ... + [9'(i>-l)]"' = (p-l)^,_i"^ 
— — ^p_i'"'' (mod. j)). 
Wenn nun fp{B) zur Daratellung einer Subatitution geeignet '^ 
80 dasa g3(0), q5(l), ... y(p — 1) ein vollständiges Restsjatem (moif) 
ergeben, dann können wir aehliessen, dass für m<_p— 1 

.dp—i'""* — (mod.p) 
wird. Dies beweist die Notwendigkeit der aufgestellten Bedingnag. 
Wenn umgekehrt diese letzte Gleichung für eine gewisse Funk- 
tion fp{£) erfüllt ist, so ergiebt sich aus der Richtigkeit von S) för 
m^=l,2,... (j) — 2) mittels der Formeln BJ aus § 4 

[z-<p{0)'\[s-<p{\)'\...lji!^^,{p~\)-\^zp-as (mod.p). 
Da hieraus folgt, dass die Wurzeln von gp—az^O ganze Zahlen sind, 
so gilt für jede Wurzel die andere Kongruenz «p — 2 — 0, also giU 
auch für jede (a — l)ß^O, Diese Kongruenz ersten Grades mn 
p Werte 95(0), ..., 9>(ii — 1) befriedigt sein. Wäre a nicht gleich 1, 
so wären die Wurzeln gleich Null und die Kongruenz (j) — 2)'™ Grades 

* Hermita: Cumptes reudus da l'Acadeimi; des Sciences ÖT. 
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9) (i() =- ^0 + ^1 « + ■ ■ ■ + A-»«''"'' — (mod. p) 
hütte p von einander verechiedene Wurzeln 2 ■= 0, 1 , . . . (p — 1). Also ist 
Ce-<p(0)][^-'P{l)]---[i'-v(p-l)]-2^-^ 

«Lh. die Werte <p{0), ip{l), •-. 5p{j>— 1-) atimmen mit den Werten 0, 
Tl,..., (p— 1) überein. Dies zeigt, dass die aufgestellte Bedingung hin- 
reichend dafür ist, dass durch e fif) cin^ Substitution dai^estellt 
■werden kann, 

§ 136. Statt durch einen einzigen, können wir die der Subatitu- 
^ftüli unterworfenen Elemente x auch durch mehrere Indices kennzeich- 
^k Bei p* Elementen wäre es z. B. möglich, die beiden ludicea e, u 
^^i,H Ton bis (p— 1) geben zu lassen. Eine Substitution unter 
Ritaen p^ Elementen konnte dann durch 

'Weichnet werden, wobei q>(j!,u), iti{syu) ähnlichen Bedingungen zu 
unterwerfen sind, wie sie in § 134 besprochen wurden. 
Ißt n—p'', so können die Elemente durch 

I bezeichnet werden; die Substitution s wird dann 

S=|B,,Äj,...X!i (pi(Äi,Ä^„...?t), 9Jj(2,,3g,...2*),... ^PiC^i, "i, ■..«*) 1 ) 

wodurch angedeutet werden soll, dass der Index 

Zi in {piQii,Sg,...et) 
Umgesetzt werden muss. Die Funktionen ^j, 9^^, ...91* müssen der 
' Beschränktmg unterliegen, dass die p* verschiedenen Systeme 2, , e^, 
-..«* auch p* verschiedene Systeme fp^, <p^, ... ipi, hervorrufen. 

Man könnte diese Darstell ungaart auch auf den Fall erweitem, 
' dus » mehrere von einander verschiedene Primzahlen als Faktoren 
enthält. Hierauf gehen wir jedoch nicht ein, da die Theorie sich 
iompliziert. 

§ 137. Die einfachsten analytischen Ausdrücke für Substitutionen 
Von n — m* Elementen erhalten wir durch die Substitutionen Ton der 
lineaxen Form 

1) Sa,,o„ ..o» — '^j,2g,---2* 2i + "i, 2,4-K„ ...«* + at|. 

Die a sind beliebige ganze Zahlen mod. m; sie können also auf m* 
verschiedene Arten gewählt werden. Ebensoviele Substitutionen dieser 
form giebt es. Da 

2) S„,,a„,..a».8^,,ö„...^. — S^^.ft,„,+^„^+|J^ 
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iat, so bilden diese aritbuietischen Substitniioiieti'^ eine Gruppi 
der Ordnung und dea Gmdes tn'. Diese Gruppe ist transitiv, da n 
die « so wählen kann, dass ein beliebigem Element J^.-, , ^ in ein bt^ 
Uebiges andere j.-, ,.;, übergeführt wird. Es muss dazu 

genommen werden. Es giebt nur eine Substitution der Gruppe, welcbe 
dies leistet. 

Damit eine der arithmeti sehen Substitutionen ein Element ^ du 
geändert lasse, muss 

a, - 0, a^=0, ... Uk-O (niod. m) 
sem. Dann lässt die Substitution alle Elemente ungeändert und üe 
duziert sich auf die Einheit. Die Gruppe gehört also zu den im von ' 
geu Kapitel behandelten Gruppen H. 

Durch mehrmalige Anwendung , der Formel 2} kommt man zu 


'■So,i 


■ - Su, u 


I durch 


so dass wir die Gruppi 

3) e_|, 

bezeichuen können. Die in die Klammer aa%enommeneu Hubstitutio- 

neu sind untereinander vertauachbar. Dasselbe findet daher bei all« 

Substitutionen von (r statt. 

S 138. Wir suchen die allgemeinste Forin der Substitutioneo 
t^ e,,2a,...2t <p^{^^,...^^), q>i(s„...et), ... fp^{e-^,...^k)', 

vfelche mit G vertauachbar sind, för welche daher die Gleichnug 

gilt. Es reicht natürlich aus, dass Sa der Beihe nach glfliclt 

den in 3) angegebenen Substitutionen genommen werde. Es 
(~'si,», ,. 0^ auf 

9'i('^ii •^a?*--'^*) folgen lasseu (p^i^i + 1, a^,. ,.£*); 
also musa für J.= 1, 2, 3,.. . fc die B ezi eh ungs reibe statthaben 

g)j (Si + 1 , 2a , . . . s*) — flJi (^, , Sj , . . . 2t) + a-, (mod. m). 
Ebenso ergiebt sieh für So,i,,..o, ... So,o,.,.i 

'Pi{Si,\+i-,---et) = Vi(^i,i^si--- ^k) + hi (mod. m) 

^J (£, , Sg, . . . S* + 1) : = ipl (2, , Sg , . . . 3() + Ci (mod. w). 

Setzt man nun (pj(0, 0, 0,. . .0)-- 5j, so folgt aus diesen Gleichungen 
bei weiterer Redaktion der Indices s auf der rechten Seite der Koa- 


1 gleici 


* Cauchj; Exercices III, p. 232, 


r 
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tmeuzen die Natnr der ip^ als linearer Punktionen der ^ mit den kon- 
jrtanten Gliedern 8i. Hieraus ist die Form der Fionktionen q> ersicht- 
Kcli: Es wird 

und für t ergiebt sich 

%us umgekehrt alle Substitutionen dieser Form die Gruppe G in sich 
leibst transformieren, ist leicht einzosehen, da t z. B. 
■i.o,o....o in I «iS, + 6i2j + ... + Ci0* + 5^, ... 

fli {z, + l) + 6.^, + . . . + c,e*+ 5i, .. . I , 
. b. in die arithmetische Substitution 

ransformiert. 

Man kann t durch linksseitige Multiplikation mit 

of die Form 

i'= |^i,^g,...it «12, +/i,52 + ... + CiÄ(-, OjS, + fta33+... + C33t, ... 

..., atZj +h0^ + ... + CiSt\ 
ringen. Eine solche Substitution möge eine geometrische Sub- 
litntion* heissen. 

Wir gehen auf eine Untersuchung derselben ein. Bewiesen ist 
ereits : 

LehrsatB II. Alle geometrischen Substitutionen in ihrer 
'^erbindiing mit den arithmetischen, und nur diese sind mit 
er Griippe der arithmetischen Substitutionen vertauschbar. 

§ 133. Es handelt sich zuerst um die Entscheidung darüber, ob 
ie Konstanten ß;., &jr, . . . cj beliebig augeiiommen werden können. Einer 
ieschränkung müssen sie sicher unterworfen werden, da3;,,^t,_...j, nicht 
1 dasselbe x umgewandelt werden darf, wie ^r,,ä,...r», sobald das 
yatem 2^, ?a, . . . r* nicht in allen Gliedern der Reihe nach mit £,, ^, 
. §t übereinstimmt. Allgemeiner: wenn ein bestimmtes Wertesjstem 
.1 ^1 '-■ i* gegeben ist, dann muss aus 

(,«1 + 6,«g + . . . + c,i-t - £,, o^z, + ftjBj -I- . . . + c^Zt — &,.-■ (mod. m) 
IS System 2, , Äg , . . , s* ohne Zweideutigkeit berechnet werden können. 
Tir suchen diese Beschränkung analjtiach auszudrücken. 


• Canchy; 


I 


I 
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Es ist 


»,,«„ ..», 0,»,+6,»,+. 

.+c,e*, aj«i+fcgÄj+...+CjÄi,...' (med 


-!^.^.-^. iG^+:-|^+-+:-^>-|<--' 

wenn ^ die Determinante ^^| 


«„»„.. .c, H 

5) ^- 

^^^^1 


Ck ^^^^^^H 

bedeutet. ~^^^^H 


^ auch ;— ) r— , ... , teilt. Denn wenn dies nicht der Fall w 

Soj Sa,' dat ^_ 


gleich dem grössten gememsamen Teiler von — i -~t ■■ ■ wird. B 
hätte der A„,druek ""^ "^ ^ 


+ -+?^0 (mod.„) 1 


überhaupt keinen Sinn. 

Umgekehrt folgt auR 4), dass der grösate gemeinsame Teilet 

von m und ^ i - i - ■ ■ in ^ autgehen musa; denn wäre dies nitiit 

Fall, so könnte man £,, g^, . ., £* nicht so wählen, daas der Wert 
6) relativ prim zu m würde, was doch notwendig gefordert we' 
muas, damit /""' eine Substitution sei. 

Es ist also ^1 =13; wir aennen den gemeinsamen Wert r und se 


rS, 


Tfi; 


dJ 


dJ 


:-rn. 


Dann wird 


,...5, -^(«,E, +«,{, + . .. + o,.S.), 


. (ft£i+ftS + ---J, •■■I (mod.i 


r 
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^{rär 


«*-' = 


D. 


= r*Z), 


IEb ist also S, weil es mit r einen gemeinsamen Faktor bat, nicht ' 
jrim zu m. Der grösate gemeinsame Teiler von m und ö umfaast 
jedenfalls alle in t enthaltenen Primfaktoren; er möge t' heissen. 
X)ann knüpfen sich an 7j dieselben Schlüsse wie oben an 4). Es wird 
-*' auch der grösste gemeinsame Teiler von m und a^, a^, ... «(. So 
«rgiebt sich 


<-'= £i, £,,...£. 




:'*:*), 


= (tt'Ä')*-'-t*i 




Ä'*-'-r 


'ZV. 


Ea hat also anch d' noch einen gem-einsamen Teiler mit m, der von \ 
1 Terschieden ist, falls dies bei i', und also, falls es bei r der Fall | 
ist; auch er umfasst alle in t enthaltenen Primfaktoren. 

Man kann in dieser Weise obne Ende weiter achliessen; da aber ] 
jj*—' eine endliche Zahl ist, so geht dies nicht an, d.h. damit t , 
«ine Substitution ist, muss r^^l, d.h. J relaÜT prim zu i 
sein. 

§ 140. Diese Bedingung iat auch hinreichend. Denn die Kon- 
gruenzen 

a^Si + b^^^ + ... + c^^^=^^^, a^z^ + 1^0^ + ... + Cj2t = ^, ... (mod. m) 
I führen anf 


[e,^. 


r£. + ^.£. + - 


^^^-W^+sh^-" 


und diese letzteren lassen, wenn ^ and m keinen gemeinsamen Teiler 
liaben, eine und auch nur eine L&sung zu, wie man erkennt, wenn 

a — ^e (mod. m) setzt. 
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LehTBBta m. Damit der Ausdruck 

ine (geometrische) Substitution bedeit 
nd hinreichend, dass 


.. + Cf2i:,... |(moii»,) 
ist es notwendi 


d, , b^, 


...c, 


relatii 


pni 


Modul 


§ 141. Hieraus ist es möglich, die Anzahl r der für den Modolif 
vorhandenen geometrischen Snbstitutionen zu bestimmen. 

Es möge [m, p] die Anzahl der Lösungen der Aufgabe ai 
Q Zahlen zu bestimmen, welche kleiner als m und relativ prim 21 
m sind. 

Es sei -JV die Anzahl derjenigen geometrischen Substitutionen 1, u 
tj, tg, ..., welche den ersten Index Zj ungeändert lassen, r^ eine 
stitution, welche 2, ersetzt durch aj^e^'\-biZ^-^- ... + €, Zt, dann 
den Tg, (jTj, (3 Tg, ... alle Substitutionen sein, welche dies thun, unj 
sie werden sämtlich von einander verschieden sein. Ersetzt t, dei 
Indes ^1 durch a\zj-\-b\z,,-\-.. .-\-d^Zi^ dann werden r^, i^r.^, l^ 
alle Substitutionen sein, welche dies thun, und sie werden sämtliol 
von einander verschieden sein u. a. w. Man erhalt also alle möglicheo 
r Substitutionen, indem man N mit der Anzahl der Substitutionen 
^1 ^ii ^ai ■■■ multipliziert. 

För die Wahl von a,, b,, ... c,; a\, b\, ... c\; ... besteht ä 
schränkung, dass die Zahlen eines Systems mit m keinen gemeinsamu 
Teiler haben dürfen. Es giebt demnach [)k,7£] solcher Systeme nivil 
ebensoviele Substitutionen i,, Tj, tg, ... Folglich wird 1 

r^[m,1c']N. 
Die Substitutionen I haben die Form ■ I 

,Si,Äj,...2i ^J,a^^^ + h^s^ + ...-\'C^^t, ..flt?, + 6t22+---+c*^* 1 (mod.«). 

Da flg, Og, ... a^ gar nicht in den Wert der Determinante ^ dieser 
Substitution eingehen, so können sie ganz willkürlich, d.h. aufm'"' 
Arten gewählt werden; die 6, ... c unterliegen der Bedingung, daas 
6» , ■ - ■ <^ I 
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celaÜT piim zu nt wird. Ist die Anzahl der hierbei möglichen Sy- 
Bteme r*, so findet sich 

Nun hat aber / dieeelbe Bedeutung fQr eine Substitution von 
{k— 1) Indices (mod. m), wie sie r ftlr k Indices besass. Folglich ist 

»■= [m, k]m*-'[m, fc— IJ»»*--. r", 
r"_ dieselbe Bedeutung fär (k — 2) ladices besitzt, und so erhält man 


-fwj, k]m^~^.\m, k—l}m'" 


.[m,■^]M.'. 


t bezieht sieh »■<*—" auf einen einzigen Index und ist also =[«', l]. 


wird 


= [w*, k] » 


i.[m,/--ljM 


. [m, 2J »..["', l]- 


§ 142. Das Symbol [m, k] darzustellen, macht wenig Schwierig- 
Nten. Wir begnügen ans damit, den einfachen Fall zu behandeln, -j 
welchem in eine Primzahl =- p wird, da dieser allein in der Folge | 
IT Verwendung kommt. Dann wird offenbar 

da nur die Kombination 0, 0, ... aus den p" Kombinationen aus- 
geachlossen zu werden braucht. Mit Hilfe von 10) wird 3) 

11) ,-{j^-i)ft-'(j,'-'~i)p>-:..(p'^i)p.{p^i) 
-(if-i)(ff-i>)(if-p')...{p'~i>'-V 

% 143. Die Gesamtheit der geometrischen Substitutionen bildet 
«ine Gruppe, deren Ordnung durch 9), respektive 11) angegeben wird. 
Diese soll die lineare Gruppe heissen. Soll der Grad derselben be- 
sonders hervorgehoben werden, dann sprechen wir von der linearen 
(Gruppe des Grades m*. 

Man erkennt, dasa die lineare Gruppe des Grades m* nur solche 
Substitutionen enthält, welche das Element z„^o,..,a ungeändert lassen. 

Q^^^ + \e^ + . . . + c,2i — ^, , a^s, +6^28 + ... + c^Zt = s^, ... (mod. m.) 
hat für jedes mögliche System ai, bi, ...Ci die Losung 
2j = 0, 0^ = 0, ... zi=0 (mod. m). 


6aloi8:Liouville Journal (1) XI, 18«, p. 410 
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Wir werden bei der algebraischen Auflösung der Oleichungen da 
Genaueren mit dieser Gruppe zu ihun haben. 

Lehrsatz IV. Die Gruppe der geometrischen Substitu- 
tionen oder die lineare Gruppe des Grades m* besitzt die in 
9) angegebene Ordnung. Ihre Substitutionen lassen sämt- 
lich das Element a;6,o,...o ungeändert. Ihre Substitutionen 
sind mit der Gruppe der arithmetischen Substitutionen ver- 
tauschbar. 


Zweiter Äbsclmitt. 

Anwendung der Substitutionentheorie auf die 
algebraischen Gleichungen. 


Neuntes Kapitel. 
^ Die GleichQBgen zweiten, dritten und vierten Grades. 

Gruppe einer Gleichung. Besolventen. 
t% 144. Soll die Gleichung zweiten Gradea 
x^'-c.x + c^^O 

mit Hilfe TOD Wurzelausziehungen aus bekannten Grössen gelöst 
werden, so kann man diese Aufgabe auch folgend er massen darstellen: 
^Bekannt sind die elementaren symmetrischen Funktionen c^, c^ der 
VVnrzeln x^, x^ von 1); es soll aus ihnen die zweiwertige Funktion 
Kj mittels Würze lau aziehungen erlangt werden."* Nun ist uns bereits 
bekannt (erstes Kapitel § 17, S, 16), dass es eine zweiwertige Funk- 
tion giebt, deren Quadrat einwertig, nämlich die Diskriminante wird. 
tu unserem Falle erhalten wir 




-4c,, 


Da es nur eine einzige Gattung zweiwertiger Punktionen giebt, so 
kann durch die eine, soeben erlangte, jede andere zweiwertige Funk- 
tion rational dargestellt werden. Für die linearen zweiwei-tigen Funk- 
tionen ergiebt sich 


* Vergl. C. G. J. Jacobi; ObaerTatiunoulae ad theoriam aequation« 
ueates. CreUe Journal 11 p. 34U. 
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'(•',+',)+ '-,—'(.',-',> 


speziell 

tllr 

«■ 

-1 

«* 

2 
-0; K, 

-«,«■■ 

2 
-1, 

V« 

>-4e. 



J^i 

^ 2 

+ 

iV^ 

4^, Ji 

1 
2 

- 

VT.»- 


§ 145. Bei der Gleichung dritten Gradei 

iat die Frage nach der ÄuflÖBung nicht die nach der dreiwertij 
Funktion J\, sondern die nach den drei dreiwertigen Funktioaeß 
x^, a-j; ea wird also dnrch die Lösung der fileichnng aiich die 3I-■we^ 
tige Funktion , ^ , 

bekannt, und diese liefert dann natürlich auch umgekehrt X],''«!^ 
einzeln. Es ist somit durch WnrKelauaziebangen der Übergang 
den einwertigen Funktionen q, e^, c^ zti einer sechswertigeii FunkÜH 
von Xj, 3^, 3^11 zu machen. 

Zuerst liefert uns die Quadratwurzel aus der Diskrimiuante 

die zweiwertige Funktion ^ ' * 

+ {X, - X^) {x^ - x^) («, - a^); 
alle zweiwertigen Funktionen sind durch sie rational ausdrückbar, Die 
weitere Frage ist nun die, ob ea eine mehrwertige Funktion von drei 
Elementen giebt, von der eine Potenz zweiwertig wird. Diese Fraga 
ist im dritten Kapitel § 60 bereits erledigt. Die sechawertige Funktion 

(„.-'±0) 

liefert, in die dritte Potenz erhoben. 

Femer wird, wenn 90^ durch Vorzeicheuänderung der Y—'A aus ip^ 

steht, 


= 3?! + (a^Z^-\-G)X^ 


\ eiit-1 


y/ — C^i + "^a + w^^a)' — -\ (Si — 3 V- 3^). 
Man erhält hierdurch die beiden Ausdrücke 




tea Kapitel. I 
ombiniert j 


e Gleiihun^fen % 
\u mit diesen 


machtet die Relation 

14-1 
eben sicli die Resultate 

-j[c,+f'r ^,+3"i?- 


beiden in 

, + ',-'■,■. 
+ ■»'-0, 


Llritt«n lind vierten Grades 
geeigneter Weise 




ist die Gleichung des dritten Grades gelöst. 
146. Bei der Gleichung vierten Grades 

wir gleichfalls wieder nur einwertige Funktionen c,, c^, c,, c^ 
dien die vier vierwertigen Funktionen o', , a^, .ig, ar^ und also 
ie yierundzwanzigwertige Funktion 

«1 j^i + d'3^2 + "3^3 + "1^4 
successive Wurzel aus Ziehungen bereebuen. 

lerst liefert die Quadratwurzel aus einer in den c,, c^, Cj, c^ 
len ganzen Funktion die zweiwertige Funktion Y^l. Ferner 
wir in § 60 eine Funktion von sechs Werten 

, gelernt, deren dritte Potenz zweiwertig wird und also zur 
g von y^ gehört. Sie kann daher aus einer zweiwertigen Funk- 
it Hilfe einer Kubikwurzel berechnet werden. Mit ihr ist jede 
selben Gattung gehörige Funktion bekannt. Die Gruppe von 

'^ll,{x,x,)(x,x,),{x,x,)(x,x,),{x,x,)(x,x,)y, p = 6, r^4. 
selben Gruppe gehört, und ist demnach durch 95 rational aua- 
""> i>^ = {^lXi~XgXJ^(z,x^-\-XgX^yJ 

d 4', welches durch Quadratwiirzela,UBziehung hieraus erlangt 
•^ -ff = [1 , (^i3:'i) {XiX^)]■ e - 12, r=2 

^ kann demnach auch als bekannt gelten. Endlich werden 
= [«, {X, - X,) + «, (3;,, - x^)']\ co = ßi (x^ + X,) + ßs (x^ + ar,) 
1 durch tp auadrückbar sein; x wird nun eine vi erundz wanzig - 
■ Funktion. Durch diese sind alle rationalen Funktionen der 
n und speziell die Wurzeln selbst rational darstellbar. Man 
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kaim diese erlangen, wenn man z. B. die vier tileichungeti, welcbi 
sich auf «ä = + a,, — «ij ßg — 'i-ßi, — ßi beziehen, durch Addition 
Subtraktion mit einander verbindet. 

§ 147. Wollte man die Lösung der Gleichungen fSnften Gnäs "^ 
in ähnlicher Weise zu liefern unternehmen, so würde man nach ii 
ren früheren Untersuchungen nicht über die Aufstellung aweiwertig« 
Funktionen hinauskommen. Demi wir sahen ja (§ 59), dass fQr metr 
als vier von einander unabhängige Grössen X[, j"j, ... x^ keine mih 
wertige Funktion besteht, von der eine Potenz zweiwertig würda, B« 
diesem negativen Resultate bleibt es aber fraglich, ob i 
der Methode die Auflösung der Gleichung verhindert, oder ob dieOt 
möglichkeit in der Natur der Sache begründet ist. Es wird sich zeigen 
dass das letztere der Fall ist; wir werden nämlich die benutzte Mfr 
thode später zu einer völlig naturgemässen durch den Beweis da 
Satzes erheben, dass jede bei der algebraischen Auflösung t 
chung auftretende irrationale Funktion der Eoefficienten eine ratiomls 
Punktion der Wurzeln selbst ist; alle Schritte von der | 
einwertigen bis zu den gesuchten w! -wertigen Fimktionen der Wll^ 
zeln können demnach durch die Theorie der ganzen rationalen Font- 
tionen der Wurzeln verfolgt werden. 

§ 148. Wir wollen uns zunächst noch mit der Fräcisierung 

Fragestellung bei der Auflösung von algebraischen Gleichungen be- 
schäftigen. 

Es aollen alle Wurzeln der Gleichung n'^" Grades 

1) /■^-fi 

bestimmt werden. Ist eine derselben bekannt, so ist unsere Auigabe 
nur zum Teil gelöst. Den noch übrigbleibenden Teil können wii 
mit Hilfe des bereits erledigten derart uniformen, dass wir nicht mehr 
die übrigen (n— 1) Wurzeln der Gleichung 1} vom n'™ Grade, sondern 
wiederum alle Wurzeln einer Gleichung («—1)""' Grades aufsuchen 
Das Polynom /'(x) ist nämlich, wenn wir die bereits gefundene Wune 
mit a;, bezeichnen, durch x—x, teilbar. Wir setzen 

« IM) 


-/■.(»■)- 


-i>,i 


'+r,x- 


■ ..+r.-:-0. 


Kenol 


Dann ist noch die Lösung von 2) zu bewerkstelligen, 
man eine Wurzel x.^ dieser neuen Gleichung, so lässt das noch übrig- 
bleibende Problem in derselben Weise eine Umformung zu, ind^ 
zu der Gleichung 


Neuntee Kapitel. Die Gleichungen zweiten, dritten und vierten Grades etc. IR] 


3) ^-A(-) = 


* + C3X 


''- ...±c„_o = 


vom Grade (u — 21 übergehen. Su kaan mau fortfahren, bis man zu 
einer Gleichung ersten Grades gelangt. 

Man erkennt hierdurch, dass iii der Aufgabe, eine Gleichung 
n"" Grades zu lösen, eine Reihe von Problemen vereinigt liegt. Man 
kann diese einzelnen Aufgaben aber in eine einzige verwandeln, näm- 
lich in die: eine einzige Wurzel einer gewissen Gleichung 
des Grades »! zu finden. 

Sind nämlich a.,, x^, ... x„, die von einander völlig unabhängigen 
Worzelu der Gleichung 1), bekannt, so ist mit ihnen auch eine durch 
die willkürlichen Konstanten «,, a^, ... a„ bestimmte »4! -wertige Funk- 
tion der Form 

4) | = «i.E,-f«,j:,+ ...+K,j,„ 

gegeben. Umgekehrt ist durch die Kenntnis von 5 eine jede Wurzel 
von 1) bekannt, da sich durch die jil-wertige Funktion § jede ratio- 
nale Funktion von x^, x^, ... x„ rational darstellen lässt. 
Der Ausdruck von S genügt einer Gleichung 

5) F(%)'-r+A,i-'-' + ... -(s-i,)(s-y...(s-6.,)-o 

vom Grade «!, deren Koefficienten in denjenigen von 1) und iji a^, 
«i, ... K„ ganz sind. Diese Gleichung ist im Gegensatze zu 1) eine 
sehr spezielle; denn ihre Wurzeln sind nicht mehr, wie dies bei 1) 
vorausgesetzt war, von einander unabhüngig, sondern eine jede von 
ihnen kann durch jede andere rational dargestellt werden. Die voll- 
ständige Lösung von 5) und dann damit auch diejenige von 1) wird 
8ohon durch eine einzige Wurzel geliefert. Dies folgt dai-aus, dass, 
In Beziehung auf x^, x^., ... x„, alle Werte ^|, S*, ■ ■■ £«: zu der Gruppe 1 
gehören. 

F(^ heisst die Galois'sche Resolveutengleichung von 1), 
I die Galois'sche Resolvente. Wir werden diese Benennung bald 
erweitern. 

§ 149. Wir haben bisher lediglich von allgemeinen Gleichungen 
gesprochen, d. b. von solchen, deren Wurzeln a, , x^, .. . .r„ von einander 
Unabhängig sind. Die Betrachtung der Besolventengleichung f {5)-=0 
führte uns bereits auf spezielle Gleichungen, d.h. auf solche, zwi- 
schen dei-en Wurzeln gewisse Beziehungen bestehen. 

Wir wollen nachweisen, daas aus einer Beziehung, die zwiachen 
Jen Wurzeln herrscht, eine solche zwischen den Koefficienten sich er- 
gebt. 
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Ist die zwischen r, , Xj, ... x^ bestehende Beziehung 

ao mögen die verschiedenen Äusdrttcke, welche durch Änwendij 
der Substitutionen unter x,, x^, ... .r„ auf *, entstehen, 
sein. Dann wird das Produkt 


n 


4>jf,j;i, x^, 


.X.) 


I 


wegen seines ersten Faktors verschwinden und wegen seiner 
trischen Bildung in den Koefficienten c^, Cg, ... c„ von 1) ratio 
sein. Wir setzen den Ausdruck gleich *P{e.i ... e,) und erhalten 

7) yfe,, fs,...c„) = 

aus ö). Sobald gezeigt ist, ilass W nicht identisch, d. h. ftr je^ 
Wahl der c verschwindet, ist unser Satz als richtig erwiesen. 

§ 160. Die höchste Potenz, in welcher irgend ein a: in (P, Bj 
geht, sei die it'". Wir setzen: 

8',„} K, =«',„, x^ = b', x^^c', ... J-.=e' (m— 1, 2, 3, ... ji.til+l ^ 
wo die ff'm, b', e', ... beliebige Grössen bedeuten. Berechnet m8 
aus diesen ((i.n!+ 1) Systemen die Cj, t^, ... c«, so wird bei identiid " 
verschwindenden 'f die Gleichung 7) gelten; also verschwindet jt 

desmal ein Faktor von / / *Pj für jedes der (fi.n\-\- 1) Systeii 

Da V höchstens =]il sein kann, so folgt, daas mindestens ei 

Faktoren fl»j( für it+\ Systeme, die sich unter S'„) befinden, glei^ 

Nnll wird. Es sei dies <P„; wir ordnen diese Funktion nach PotenMi il 

"on ■*! , ^^^ ^^,.) (x^^... x„) . ^V + (/i^» {x^,... x„) . iCi" - ^ + 

Die Systeme S',,,) lassen alle 3^'"') 3i"") •■■ ungeändert; fi + 1 yW 

ihnen liefern verschiedene x^ , durch welche (P„ = gemacht witi 

Wir hätten daher eine Gleichung in x^ mit ^ + 1 Wurzeln 

S\'"'> 5'i'"'i ■•• werden für 3^5 = 6', x^ = c', ... verschwinden. Hätte man 

ein anderes System 

8",„) a;, = a"m, x^'^h", a'ä^e", ... x„^e" (»»=1, 2, ... m! ji + ll 
gewählt, so hätte man dieselben Schlüsse machen ki^nnen, wäre dabra 
aber vielleicht auf eine andere Funktion iPp und die Koefficieaten] 
9^t 9i*^\ •■• gekommen. Nimmt man jedoch von solchen Systemen 
S'„), S"m)i 8"',,,) ... mindestens fi.nl+l, 30 wird man auch min- 
fi + 1 mal auf dasselbe <I>y und dieselben Koeffieienteu y^>\ 
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^, ... geführt werden. Wir können die Wahl der Systeme so treffen, 
AB alle ^.wI + 1 in den Werten 

>«reinstimmen , während die Werte von jCj sämtlich von einander 
rachieden sind. Ordnet man dann alle Funktionen ^y'''', j^'-', . . . nach 
>tenzen von x^, so werden die hierbei auftretenden Eoefticieiiteu, 

Funktionen von a:^, ... x„, imgeäiidert hleiben, während sämtliche 

I 5/'^\ ■■■ föi" mindestens f*+l verschiedene Werte von x^ ver- 
hwinden. Da x^ nur in der (i'^'" Potenz in die if'^ eingehen kann, 

sind die Koefficienten bereits durch 8) zu Null gemacht. Das 
»isst: Ordnet man alle Funktionen * nach Produkten Xi"x^'', so ver- 
twinden alle hierbei auftretenden Koefficienten einer der Funktionen 

för ein beliebig gewähltes System H). Nimmt mau statt 8) ein 
Lderes System, so kann die Funktion, deren Koefficienten verachwin- 
kh, eine andere werden; nimmt man dagegen wieder ji . ii ! + 1 solcher 
me, so tritt das Verschwinden mindestens bei einer Funktion 
Ir mindestens jt + 1 System auf u. s. f. 

So erkennt man, dasa aus dem identischen Verschwinden von 'F, 
OS eines ip also auch das von <I>j folgen würde. Dies verstöast je- 
Och gegen die Annahmen. 


% 151. Umgekehrt lässt sich jede 
uoe^cieuten e, , c^, ... c„ von 1) besteht, 
1, X, ... x„ umsetzen. Denn aus 


olgt 


t>(x,+x, + ... + x„, 


x,x^ + x,x^ + ..., ..:)^W{x, 


die unter den 
aolche unter den 


x„)^0. 


U ist nicht identisch Null. Denn da es symmetrisch ist, läsat es 
ich auf eine und auch nur auf eine Weise in eine Funktion von c^, 
[, ... c„ umwandeln, nämlich in <1>{',\, r^, ... c„) (§ 9). Ware ''i^ — 0, 
3 v?äre eine andere Umwandlung möglich, nämlich diejenige in den 
.usdruck ü. Man hätte also auch $ identisch gleich zu setzen. 

Es ist daher gleichgiltig, ob wir eine spezielle Gleichung als eine 
dehe definieren, zwischen deren Wurzeln, oder als solche, zwischen 
sren Koefficienten eine Beziehung stattfindet. Denn eine jede der 
jden Eigenschaften ^ieht die andere als Folge nach sich. 


53. Sind mehrere Beziehungen 


Form von Gleichungen 
[Tj, ... j-„}=l), ... 


r 
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unter den Wurzeln gegeben, ao kann man diese mit Hilfe unbeBtimiEÜr 
Koefficienten j),, ß^, ... in eine einzige verwandeln, nämlich in dit 
Gleichung 

* - *, (x„ x^,... j;,) . /?! + *a (a^x , x^,. ..X„)ßt + .. . = 0. 
Denn aua (p=0 folgen jene einzelnen Gleichungen wieder, da jeiii ^jj 
c&j eine rationale Fiiuktioii von <P ist (§ 99). 

Dasselbe gilt, wenn mehrere Gleichungen zwischen den KoefBcia ' 
ten bestehen. 

Wir können demgemäss sagen: 

■Jede spezielle Gleichung kann aus der allgemeinen d 
Hinzunahme einer einzigen zwischen den Wurzeln a., , J 
x„ bestehenden Beniehung 

a)(a;,,...3;,) = 
abgeleitet werden. 

Zu bemerken ist, dass <P durch jede andere Funktion ersetzt wei- 
den kann, weiche zur Gattung von 'S gehört. Denn zwischen kid« i« 
besteht gegenseitige rationale Ausdruck barkeit. Ferner ist zu 1* ^ j 
merken, dasa es gleichgiltig ist, ob man fp gleich Null setzt, oder li n 
man es als bekannt ansieht. Demgemäss ist es eine als bekannt f^ 
angesehene Funktioneugattuug, welche den Spezialcharakter dei hg 
Gleichung bestimmt. Mau sagt, dass diese Gattung der Gleichiu^ q 
adjungiert sei. Endlich können wir auch diese Änschauuni; iioei ^ 
etwas ändern, indem wir statt der Funktionengattung die zugehörig« si 
Gruppe einführen. Zu jeder Gleichung gehört eine Gruppi li 
derart, dass die zugehörige Funktionengattung als bekannt 
gi lt. Eine allgemeine Gleichung ist folglich eine solche, deren Grupj* 
die symmetrische ist; denu lediglieh die symmetrischen Funktionen do ^ 
Wurzeln sind bei ihr bekannt. 

5i lös. Wir wollen diese Festsetzungen und Anschauungen w '* 
einem Beispiele erläutern. 

Es mögen alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung fi^')"^ 
rationale Funktionen einer einzigen unter ihnen sein; 

Dann erkennt man, dass die beiden Gleichungen 

f{z)-o und /-[ipiWl-n 

eine Wurzel gemeinsam haben, nämlich w^; wegen der IrreduktibiMt 
von /'(x) wird die zweite der "beiden Gleichungen auch r^, ,,. x^, also 
die erste auch 


W hätten 
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fPii-^i), 'Pi(a;.,),---'Pi(a:»), 
ji h. allgemein jedes 

V^[<Pß{x,)\ {a,ß^2,3,...n) 
|] Wurzeln habea. Wäre 

<!><. [Vy (3^,)J - ?>,■< [fy (^i)] O - J5, 

f{x) = und (p„ (a') - »^^ {x) = 

! Wurzel ipy(xi) also eine jede Wurzel der irreduktibeln fileicbung 

Cfr)'=0 gemein. Dann wäre, waa uniößglich ist, fa(^i) = f!i{^i), ä.h. 

! wären zwei Wurzeln von f'(x) = einander gleich. Es muae daher 

! Reilie 

mit der Reihe 

R,) j;,, (Fi('j:i), VäC^'Oi ■ ■ ■ 9'- W 

übereinstimmen, natürlich von der Aufeinanderfolge abgesehea. 

Wenn man also eine Substitution auf die Reihe Rj) der Wurzeln 
!?on /■(a;) = ausübt, welche ^i in Xy überführt, so geht dadurch jedes 
tea in 'Pa(xy') über; die Substitution ist daher durch die Angabe der 
j^en Folge Xi, Xy völlig bestimmt. Es giebt in unserem Falle dem- 
nach überhaupt nur n Substitutionen, deren Anwendung erlaubt ist; 
öenn jede andere würde die über die Wurzeln gemachten Voratisaetzun- 
;geQ aeratören. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe ii (§ 122): 
denn die Transitivität ist vorhanden, wie im folgenden Paragraphen 
gezeigt' werden wird, und der Grad wie die Ordnung der Gruppe sind, 
wie eben bewiesen wurde, einander gleich und gleich n. 

Diese Gruppe il ist die Gruppe unaerer Gleichung. 

Denn die Beziehungen, welche unsere Gleichung charakterisieren, 
geben in 

* = ^i K - y* (^i)] + ^i K - -Ps (^)] -f ■ . ■ + j'Jä» - -y« f-^i)J = 

fiber. Wandelt man x^ in Xy um, so gebt jedes x„ in ^a (.^v) "" 'P" [fl'rC^'i)] 
Bber, genau wie bei der Anwendung der Gruppe il. 

^ 154. Ohne fürs erste tiefer auf die Theorie der Gruppe einer 
Gleichung einzugehen, können wir doch zwei der wichtigsten Sätze 
bereits hier anführen. 


Die Gruppe 
ist die Gruppe e 
irreduktibel. 

Ist die Gruppe G v 



iner irreduktjblen Glei 
er Gleichung transitiv, 


^i) (it — Äa) . . . (« — a;») = 


r 


^: 
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nicbt transitiv, so mögen durch sie nur x^, x^,...j:a mit eiDaoik 
verbunden sein; dann wird 

(p (x) = {x — a:,) [x — .«j) ...(x — Xa) 
unter der Einwirkung von G uugeändcri bleiben; <p gehört also m 
Gattung der Gruppe G oder es steht unter ihr und ist jedeufalin ti 
kannt; die Koefficienten von q,- sind also durch bekannte GrÖBseii 
stellbar, und jp(x)^tl 

ist ein rationaler Teiler von /'(a;) = 0. 

lat umgekehrt f{x} reduktibel, so wird ein '({x) der obigen Fora 
rational bekannt sein; G enthält dann keine Substitution, welcte 
in ^a-i-i umwandelt, da sonst eine bekannte Funktion <f-{x) nicht iSt Ib 
alle Substitutionen von G iingeilndert bleiben wurde. Folglich ist S 
intransitiv. 

Beide Sätze zusammengenommcu geben das obige Theorem.— 

Wir beweisen femer: Die Ordnung der Gruppe einer irii- 
duktiblen Gleichung vom Grade h, deren Wurzeln rational« 
Funktionen einer einzigen unter ihnen sind, ist gleich n; W 
umgekehrt: wenn die Gruppe einer Gleichung transitiv unJ 
ihre Ordnung ihrem Grade gleich ist, dann sind alle Wurzelt 
der Gleichung rationale Funktionen einer beliebigen uatei 
ihnen. 

Der erste Teil dieses Theorems ergiebt sieb aus dem in § 153 be- 
handelten Beispiele; den zweiten Teil weisen wir folgenderm aasen nwii 

Aus der Transitivität der Gruppe folgt die Irreduktibiütät der 
Gleichung. 

Spezialisieren wir die vorgelegte Gleichung dadurch, dasa wir ilir 
als neue Gattung diejenige adjungieren, welcher x, angehört, 90 re- 
duziert eich die Gruppe. Sie enthält jetzt nar die Substitutionen, 
welche a:, nicbt ändern. Die Gruppe ist aber eine Gruppe £1 (§ 133); 
daher enthält sie nur eine Substitution, die Einheit, welche x^ üiclt 
ändert (§ 90). Bekannt sind also nach der Adjungiemng von 3.', alle 
zur Gruppe 1 gehörigen oder unter ihr stehenden Funktionen. Spe- 
ziell sind a-g, x^, ... x^ bekannt, d.h. rational durch ;(', darstellbar. 

Hieraus folgt: Sind alle Wurzeln einer irreduktiblen Glei- 
chung rationale Funktionen einer bestimmten Wurzel, s( 
sind sie auch rationale Funktionen jeder beliebigen Wunel.' 

% 155. Im Falle einer allgemeinen Gleichung f{x) = Q iat die^ 
zugehörige Galoia'sche Reaol Renten gleichung F(|) = des Grades hI, 
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reduktibe]. Es sind nämlich bei einer allgemeinen Gleichung nur 
e symmetrischen Funttionen der n Wurzeln a:,, x^, ... x„ bekannt; 
idererseits wird erat daß Produkt der w! Ausdrücke i^ — ii) sym- 
etrisch. 

Da jedes 6j durch jedes andere rational ausdrilckbar ist, so wird 
(^ Gruppe vou F(^) = Grad- und Ordnungszahl gleich haben, d.h. 
teich »! Um die Gruppe zu finden, schreiben wir alle Werte 

I,, 6„ 6„...S., 

jf, wenden auf diese Reihe sümtliclie Substitutionen vou .q, x^,... 

■ an und fassen die entstehenden Umsetzungen als Substitutionen 
ater den Elementen J auf. Da jede Substitution unter den x jeden 
?'«rt der )i!- wertigen Funktion § umsetzt, so gehört die Gruppe der | 
a den Gruppen S^. Die Gruppe der x und die der g sind einander 
Lnatutig isomorph (§ 89). Ale Beispiel wählen wir ein schon früher 
enutztes, welches durch die Gleichung dritten Grades geliefert wird; 
i« Gruppen G und T von /■(x) = und F(g) = sind 

G = \l,(XiXg),(XiXg),(XjXf), (x^X^X^),{XiXiXi)\, 

a,gjs)(i.fci6),(£j5ii)(i.£«s,)]- 

Anders gestalten sich die Verhältnisse bei speziellen Gleichungen, 
'etzen wir wieder 

4) I = «,■»! + ajÄg + --- + a«a;„, 

D ist diese Funktion /war nach wie vor nl-wertig; allein da nur die 

Substitutionen der spezieileu zar vorliegenden irreduktiblen Glei- 
hung gehörigen Gruppe G in Zuwendung gebracht werden dürfen, 
besitzt für unsere Betrachtungen S nuch nur r Werte. Sind diese 

wird 

ie Gaiois^sche Resolvente der speziellen' Gleichung- IW Gruppe 
' wird wie oben gefunden. Es ist eine Gruppe des Grades und der 
rdnung r. Sie ist einstufig isomorph zu &. 

Kennt man eine Wurzel I, Ton 10), so reduziert «ich (tergl. § 164) 
e Gruppe F .uf dj^ identische Substitution 1. Dieser entspricht in 
ir isomorphen Gruppe dieselbe Substitution 1; alle Funttionen der 
eioellen Gleichung ^j^j ^,^„ j^^.^,, ^-^^ y/^^^^ j_ _ „^ »^ ^. 4. „,3;. 

Hon.I ausdrilckhar. Es spielt also l hier dieselbe Rolle, wie bei den 
gemeinen G'eichon ,,^ 
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Bezeichnen wir durch %\ eiiieu der nt Werte von |, weiche i 
der Reihe 9) nicht vorkommen, so kann man mit demselben Keebi 
und aus denselben Gründen wie oben unter dem EinSusse der ünqipt ^ 
G die r Werte 

entstehen lassen, und dann . 

IV) F',{i)-^ll-i\)(i-l',)...(l-i'r)-0 ■% 

als Galois'sche Reaolvente ansehen, -f, (S) u"d F' r{^ gehören)! " 
Funktionen von a;, , a:,,, ... 3;„ betrachtet, in der That zu derseL.^ 
Gruppe, nämlich zu (i. Die Gruppe T' von 10') ist eine Gruppe S " 
sie ist einstufig isomorph zu d, also auch, ku f. Hieraus folgt mdl 
dem Lehrsatze XXV ) § 90, daas F und V von gleichem Typus sind \m 
sich nur durch die Bezeichnung von einander unterscheiden könnffl. 

Beide Funktionen .P'r(l) und f r(|) sind Teiler der im allgt 
neu Falle auftretenden Galois'schen Besolvente 

5) i''(6)-(e-S,)(l-l,)..-(l-i.,) 

Wir erkennen daraus, dass bei allen speziellen Gleichungen Jil 
Fimktion F{S) reduktibel wird. Ist die spezielle Gleichung durch ^ 
Gattung der Gruppe ii von der Ordnung r charakterisiert, so zeriSUt i 

5) in p = — ' Faktoren desselben Grades r. Dabei ist es gleichgilt^ 
welcher der Faktoren als Resolvente der besonderen Gleichung m- 
gesehen wird. 

Man erkennt, dass der Übergang von /'(■'') = '^' zu 7'r(S) = iil«B- 
tisch mit demjenigen von der Gruppe ö zu der entsprechenden ian- 
morphen Gruppe F ist, deren Grad- gleich ihrer Ordnungszahl wird. I 

§ 156. Den Ausdruck Reeolvente können wir, allgemeiner als 
bisher, für eine jede mehrwertige Funktion verwenden, deren Element« 
die Wurzeln der vorliegenden. Gleichung f'(x) = sind. Eine p-wer- 
tige Punktion fp(xi, x^, .'.. x^) ist insofern als eine Resolvente od« 
als eine resolvierende Funktion anzusehen, als durch die Auf- 
lösung einer Reaolventengleiehung des Grades p das Problem def 
Lösung von / (.t) ^= vereinfacht wird. So hatten wir z. B. 
Gleichungen vierten Grades folgendes System von Resolveuten be- 
nutzt (§ 146): 

1) die zweiwertige Funktion Y^ ^ (x,^ x^){Xj—a-^).,,(xg 

2) die sechswertige Funktion fp=^(xiX^ + XgX^ + o}{x^x^-\- 

+ o}^(3:,x^-+x^Xg), 
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3) die zwölfwertige Funktion 4"= {^i^ — Xf'C^) (x^Xg -i- x^^:^ , 

4) die vieruiidzwaDzigwertige Funktion X — "1(^1 '~^)'^''ii^a~ ■'■*)' 
anzüglich hatte die Gruppe der Gleichung die Ordnung 24; nach der 
L&sung der quadratischen Gieichimg, deren Wurzel die zweiwertige 
Tunktion ]/-/ war, reduzierte sich die allgemeine, symmetrische auf 
die alternierende Gruppe von der Ordnung 12. Eine Kubikwurzelauszie- 
long führte uns auf die Gruppe fcr (§ 146) der Ordnung 4; eine Quadrat- 
wurzelauaziehung auf die Gruppe H der Ordnung 2, und endlich 
kamen wir zur Gruppe 1 und damit zur definitiven Lösung der Glei- 
chung, für welche die Benutzung von to nicht nötig gewesen wäre. 

Dass hierbei die Lösung einer Gleichung des Grades p die Gruppe 
auf den p"*" Teil der Substitutionen reduzierte, ist nicht auf beliebige 
Besolventeu zu übertragen. Wir werden später sehen, dass dies bei 
den biqnadrati sehen Gleichungen und der oben gewählten Kesolventen- 
folge nur daher kam, weil die Gattung einer jeden vorhergehenden 
ReBolvente eine ausgezeichnete üntergattnng (§ 101) derjenigen der 
folgenden Resolvente war. 

Ist eine ß- wertige Resolvente q)(x,,J.'^,...x„) gegeben, so hängt 
dieselbe von einer Resolventengleichung p"° Grades 

11) 9* - -4, floP- ' + Ä^q)«-^ - . . . + Jp = 

ab, Dm die zu dieser Gleichung gehörige Gruppe zu linden, schlugen 
wir daaselbp Verfahren ein, welches wir schon im vorigen Paragraphen 
benutzten. 

''^ ""B™ v„v„...v, 

die Werte sein, welche aus tp, entstehen, falls man auf diesen Wert 
alle Substitutionen der Gruppe (t von ^(a:) = 0, anwendet. Jede Sub- 
stitution von G wird die p Werte q> unter einander vertauschen; da- 
durch erhält man verschiedene Komplexe, welche, als Substitutionen 
Unter den ip aufgefasst, die zu 11) gehörige Gruppe konstituieren. Die- 
selbe ist isomorph zu G; sie ist femer transitiv, da es in G Substi- 
tutionen" geben wird, welche <;■[ in jedes andere <pi nmwandeln. Ist 
die Gruppe von fp, eine ausgezeichnete Untergruppe von G, so gehört 
sie auch zu y,, q>^, ... f^ Diese Werte sind somit durch ip, rational 
ausdrückbar. Also kommen wir nach § 154 auf eine Gruppe Sl. 

§ 157. Man könnte versuchen, durch passend gewählte Resolven- 
ten die Reduktion und womöglich die Auflösung von b) /''(l) ■= der 
Resolventengleichung des Grades »! zu bewirken.* Trotzdem auf die- 


' Dies venuchte Lagrange, Mem, A. Äkad. tl, W. ku Berlin; Uand III. 
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sem Wege das gewlinschte Ziel nicht zu erreiehen ist, wie überhiij ni 
auf keinem Wege, ans Gründen, die sich erat später entwickeln lii( 
so sollen die betreuenden UnterBiichungen doch in Kürze dui-chgefnli i 
werden, weil sie für das bisher Besprochene passende Beispiele liefe» a\ 
Wir geben wieder von der Gleichung 
1) f(T)^0 


U 


des Grades w ans. Es sei n eiue ziiaamnieBgesetate Zahl, p eiiier ihill 
Primzahlteil er und n^w.p. Dann teilen wir die n=^m.p Wnn^ 
in p Systeme von je m ganz nach Belieben gewählten Wurzeln, bilda 
die Summen der in jedem Systeme vorkommenden Wurzeln und W "* 
nutzen diese zur B.esolventenbildung: 


X, ^x, 


+ x, 






: 


Xp-, = Xf,_^,-i-Xtj,-x + x-.\p 


.+...+« 


Dann bleibt die Gesamtheit der X,,, A'i, ... X,_, ungeUndert, 
wir nur solche Substitutionen ausführen, welche lediglieh die in einem 
und demselben i'o vorkommenden Xi unter sich vertauschen. W 
halten hierfür also eine intransitive Gruppe der Ordnung (j»!)''. Di« 
symmetrischen Funktionen vou X,,, X,, ... Xp_i bleiben ferner ffiil 
die p\ unter den Xg möglichen Substitutionen ungeändert, infolge P 
dessen auch für die entsprechende imprimitive, isomorphe Gruppe detl' 
Xi von der Ordnung p\ (»iVf, bei welcher die Xx jedes einzelnen Systems I' 
gleichzeitig ein System der Imprimitivität bilden. Diese symmetrischen 


Funktionen haben also q ^ 


Werte, und sie gehören somit als 
an. Kennen ivir eins 


Worzeln einer Gleichunc des Grades p= -,-;^',v- 

" ^ pl{miy 

Wurzel */g derselben, z. B. die, welche zu X^, X^, ... Xp_j gehört, 
so kann man alle symmetrischen Funktionen dieser p Grössen rational 
darstellen; denn alle symmetrischen Fimktionen von X„, Xj,...Xj,_i 
gehören zu derselben Gruppe. Wir sehen y,^ jetzt als bekannt an. 

Als weitere Resolventen bilden wir unter Benutzung einer primi- 
tiven Wurzel (0 der Gleichung zf — i =0 die cyklischen Funkücnen 


9, -(2.+ ' 




= (Xo + «''-' Xi + ... + at''"- 
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iDaun bleiben alle fl„ imgeändert ftir die » aritlinietiseheii Substitu- 
tionen nnter den X^, welche jeden Index um dieselbe Zahl vermehren, 
_oiid auch nur für diese Substitutionen (§ 137). Die symmetrischeu 
Funktionen der bleiben ferner ftir diejenigen Substitutionen ungeiin- 
, welche alle Indicea mit einer und derselben Zahl multiplizieren 
!6), Die Gruppe einer beliebigen ajmmetri sehen Funktion von 0„ 
1 hat also die Ordnung ^(p— 1): eine solche symuietriBclie 
Miktion der Öo ist demnach aus den symmetrischen Funktionen der 
?(, X^, ... Xp_i, nnd folglich auch aus ii„ durch eine Gleicbuni 

; ist nur die Kenntnis einer einzigen Wiirael 2„ notwendig, um 
i symmetrischen Funktionen der zugehörigen p— I Grössen da ra- 
tional darstellen zu können. 

Durch üf} äi""^ somit z. B. die elementaren symmetrischen Funk- 
tionen 


-=(j* — 2)! ableitbar; auch von einer solchen Glei- 


,9.+< 


0,-1-6^-1-... -1-9^ _, = /;,(««), 


ausdrückbar; durch Auflösung der Gleichung (ji— 1)"=" Grades 

kommt man auf die Werte 9i, Oj, ... 6^_i. Doch ist auch hier i 
eine einzige Wurzel der Gleichung nötig, da alle Wurzeln zu der- 
selben Gattung gehören und daher rational durch eine beliebige unter 
ilineii ausdrückbar sind. 

Die Äusziehung der j»**" Wurzel a.us 6, giebt 

Xu + raX, +tJ*Xa-|-...-fw?-'J:^_i = fei. 
Weil nun alle f'ög, yÖg, ■■. zu derselben Gruppe der a:„ von der Ord- 
uui^ (m!)*' gehören, wie yÖ,, so werden alle jene p'^" Wurzeln durch. 
diese eine rational darstellbar sein. Man erhält demnach, wenn wir 
y'0i = «ij setzen nnd unter •%, 6'^, ... gewisse rationale Funktionen ver- 
stehen, die Gleichungen: 

Z.+ X, + X, + ... + X,_,_S,(s„), 

^P z„+o)''-'X,-(-(o-"'-'>Xj + ...-f wi"-')'Xp_i=Ä;p. 

Durch einfache lineare Kombinationen ergeben aich 


Zweiter Abschnitt. Anwendung der Siibelitiitionentheorie. 


Um also bis zu den ResolTCnten X„, X,, ... J 
braucht man nur zu kennen; 

\) eine Wurzel Vn einer Gleichune des Grades ,, ., , 

2) eine Wurzel 2,1 einer Gleicbung des Gmdes (p 

Koefiieienten rational in y^ darstellbar sind; 
3} eine Wurzel 0, einer Gleichung des Grades (f»— 1), de« 

Kofficienten rational in s„ darstellbar sind; 
4) eine p" Wurzel Uf, aus der Grösse 6,, 
Das Produkt der Grade dieser Gleichungen 

stimmt mit der Anzahl der Werte überein, welche eine lineare Kumlfr 
nation der Xj,, X,, ... bei Vertauschungen der Xj, nntereiuander an- 
nehmen kann, 

§ 158. Wäre n^ p^ so würde die erste der vier Gleichungea 
vom ersten Grade werden; sie Üele weg, und die Xa stimmten mit dv 
Wurzeln Xa überein. 

Unter diesen Umständen ist die Lösung der Gleichung identisch 
mit derjenigen von 2), 3), 4). Der Grad von 2), nämlich {w-3)! 
übersteigt den Wert von w, sobald diese Zahl grösser wird als 

Wäre n^p.m, (»*>!), so würden mit 

zugleich alle symmetrischen Funktionen der m Wurzeln 

Xg, Xp, Xij,, ... X(„,_i),, 

bekannt sein, da sie sämtlich zur Gruppe von X^ gehören. 

Für m^p,m^, wobei j), einen Primzahlteiler von tn bedent 
könnte man dieselbe Operation der Einteilung 

Y, = it^ + a^p,+i)p + ^t2p,+i)p + . . 

wiederholen, und man käme durch ähnliche Gleichungen, wie die oben I 
benutzten es waren, und durch deren Auflösung zn spezielleren Re- 1 
solventen i'^, i\, ... Wäre m^p^, ao hätte man durch diesen zwffl- 1 
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1 Prozess p^ Wurzeln der vorgelegten Gleichung erlangt. Ist mi> 1, 
kann man in derselben Weise fortfahren. 

§ 159. Durch dieses Verfahren von Lagrange ist zwar eine 
ireinfachung in das Problem der Lösung der Resolventengleichung 
B Grades n! gebracht, aber es ist weder ersichtlich, ob dasselbe die 
)gliehste Reduktion des Problems giebt, noch inwieweit diese Me- 
ode bei den Gleichungen höherer Grade verwendbar ist. 

Für die Gleichungen der ersten vier Grade führt sie direkt zur 
>sung. * 

So bleiben bei den Gleichungen dritten Grades nur die Probleme 

und 4) bestehen. Bei den Gleichungen vierten Grades liefert 1) 

4! 
in Grad 91/91x2 ^^? ^) ^^^ ^^^^ ^5 ebenso 3) den Grad 1; endlich 

den Grad 2. Damit sind die Resolventen 

jkannt. Sind alle Wurzeln der Resolventengleichung dritten Grades 
»kannt, so sind auch 

-Ä. Q = 3/Q -+" 3/ j , A j = iZ?2 I «^8 ) 
A ^^ "^0 "T" *^8 7 -^ 1 =^ ^1 "r ^2 

jgeben. Für ^? = 6; w = 3, |)=»2 hätte man den Grad öV/iiiN^"^^^ 

6t 
ji der Gleichung 1), für n = 6; m==2j p = 3 den Grad 077^^ = lö. 

ier, wie schon bei n = 6, kommt man zu Gleichungen von höherem 
s dem vorgelegten Grade. 


Zehntes Kapitel. 
Die Kreisteilungsgleicliungen. 

§ 160. Die Gleichung, welcher eine primitive p^^ Einheitswurzel « 
nügt (wo wie überall unter j) eine Primzahl verstanden werden soll), 
irt den Namen „Kreisteilungsgleichung"; sie hat die Form 

x^ — 1 

1) ^I-T " xP-'+xP-^ + ... + x^ + x + l'^0. 

,uu sind sämtliche Wurzeln von \) die folgenden 

2) CO, fl}^, o^, ... (o^^^. 


r 
I 
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Wir beweisen, dass die linke Seite von 1) nicht als ein Produkt m 
zwei ganzen Funktionen (^{3^), 4'(x) mit ganzzahligen Eoefticienta 
dargestellt werden kann. Denn wäre dies der Fall, so ergäbe sid 

und einer der beiden ganzzahligen Faktoren z.B. ^'(l) müsste d^ A 
gleich +1 sein. Da ferner y(a') = mit 1) mindestens eine ^ 
gemeinsam hat, so wird 

sein, wobei «i eine beliebige der Wurzeln 2) bedeutet, mid 

q>(x).g>{x').^(j^)... (p(.i'J'-') = 
hat also alle Grössen 2) zu Wurzeln; folglich ist die linke Säü 
dieser Gleichung durch die von 1 1 teilbar: es entsteht 

3) ,p{x)(p(x')...<p{zP-')^Fix).{j''-' + x'-^+... + x + l), 
wobei man unter F(x) eine ganze Funktion mit ganzzahligen Korf 
ficienten zu verstehen hat. Ana 3) wird für 3"=1 

»(l)»-i-j,.F(l). 
Es mtisste also schliessHcli gD(l)''~', welches den Wert Eins tut, t 
durch p teilbar sein, was nicht möglich ist. Demnach ist 1) nicid 
redoktibel. 


hrsatz L Die Kreis 

teilungBgleichung für die Pr 

imollj 

S-- 

■-|-.r<— + .,. + 1+1-0 


ednktibel. 




ist 

§ 161. Es sei nun (/ eine primitive Wurzel (mod.j;), dann kau 
die Reihe 2) der Wurzeln der Kreisteilungsgleichung dargestellt w 
den als 

4) M", W^, 01^', ... ta"''"'. 

Da IJ irreduktibel ist, so ist die zugehörige Gruppe transitiv; 
giebt also eine Substitution, welche w" in ai"' umwandelt. Dadurch geht 

0)1^ in (oi')*" = s>«"+ 
über; die betreffende Substitution ist infolgedi 

Die p—i Potenzen von s bilden die Gruppe von 1). Denn sie kom- 
men in dieser Gruppe vor, und andrerseits hat diese nach g 
p—1 Substitutionen. 
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Wir stellen jetzt die cyklische Resolvente auf 

(co + acD^ + a^G)^^ + . . . + aP-^G}^''~^)P-\ 
L welcher « eine primitive Wurzel der Gleichung 

edeuten soll. Nach unsern Auseinandersetzungen über cyklische Funk- 
onen wird gemäss § 122 diese Resolvente für s und seine Potenzen, 
Lso flir die Gruppe der Gleichung ungeändert bleiben. Es ist diese 
»«solvente demnach durch die Koefficienten von 1) und durch a ra- 
onal darstellbar. 

Wir bezeichnen ihren Wert durch T^ und haben somit 

p-i_ 

5) oj + ««^+ a^co^"+ . . . + «^-^G}^''~ ' = l/Ti. 

^iese {p — 1)^ Wurzel aus 1\ ist eine möglichst vielwertige Funktion 
«r Wurzeln 2); sie ist nämlich (2?— 1)- wertig, da sie für alle Sub- 
titutionen der Gruppe ihren Wert ändert. Ebensoviele Werte hat 
^^egen der Vieldeutigkeit des Wurzelzeichens die rechte Seite. 

Durch YT^ ist jede andere Funktion der Wurzeln rational dar- 
l^ellbar. Dies ergiebt sich aus der allgemeinen Theorie; wir wollen 
s aber hier in unserem besonderen Falle nochmals ableiten. Es bleibt 
Ur die Gruppe der Kreisteilungsgleichungen 

6) (oj + a^co^ + a^^off" + . . .) (o + «0^^+ «^€0^' + . . .)p-^-^' 
LDgeändert, da der Einfluss von s diese Funktion in 

= a^ (g}^+ a^o^'+ «2^0)^'+ . . .) . 

= (ö + a^c}^+ «2^(0^ + . . .) (p + ac39-^a^(oS'^ + , . .y-^-\ 

L h. in sich selbst überfährt. Dies thun dann auch die Potenzen von 

; also gehört die Gruppe von 1) zu der aufgestellten Funktion 6). 

bezeichnen wir daher diesen, durch a und die Koefficienten von 1) 

itional ausdrückbaren Wert 6) mit T^, dann erhält man für A=I, 

, ... p — 2 die Reihe von Gleichungen 

p—j^ 

■^1 


p-i 


•^1 


Zweiter Abscbnitt. Anwendung der SubHtitutionetitheorie. 


I 
I 


Ve 

rbindet 

man mit 

diesem Systeme die unmittelbar 

aus 

1) fclgei*! 



a 

-(-,o»4-u>- + .,. + io»'"_^l, 



■0 

erhält 

m» 

durch 

geeignete lineare Kombinationei 


r 

w 

1 


1 + !/?;+ 1? 1/2? + ■■•+%?-' V^ 

-■]' 


a" 

1 

[- 

1 + f.- 

' i/r.+o-' 1? )/r,«+...+o-f+> 

2i- 

vir] 

a" 

1 

[- 

l+o- 

■ vf;+a-' '^ 1/2?+... +»-■'+• -^" 

-y^ 




' 


■ 

Es 

ist er 

sichtlich, 

vie eine Änderung der Wurzel 

K oder der ütl 


deutung von YT^ nur eine Vertauschung der Werte ra untereinauder 
hervorruft. 

Lehrsatz II. Um die Kreisteilungsgleichung für die Prim- 
zahl }i aufzulösen, hat man eine primitive Wurzel der Glei- 
chung a''"' — 1=0 zu bestimmen, und aus einer hiernacl 
tional darstellbaren Grösse die (jJ — 1)'" Wurzel zu ziehen. 
Die Kreisteilangagleichuag ist also auf zwei binomisclii 
(lieichungeu des Grades |jt— 1) reduzierbar. 

§ 162. Die zweite der angegebenen Operationen kaun man itod 
weiter vereinfachen. Es wird T, im allgemeineu complex und von dB 

sein. Führt man jetzt folgenden Ausdruck ein 

so wird er, da w und co~^, u und «""' conjugierte W'urzeln sind, dei 
conjugierte Ausdruck zu T^ werden; man hat demnach 
Ti . fe), = p (cos Q -f * siji #) . p {cos # - (" sin *) 

Ferner lässt siuh, genau wie im vorigen Paragraphen, nachweisen, daM 

zur Gruppe der Kreisteilnugsgleichung gehört, und also rational doreb 
u und die Koefficienteu von 1) darstellbar ist. Es sei 

Vf^, = I', 
dann wird, falls mau p- für den liadikauden einsetzt: 


»■endiing der Subatitutionentheorie. 


elcher nach der Vorseiirift 
zel zu ziehen ist, bat im 
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t^=(p-l)-("-' + « 
= ?). 
Es folgt also: 

Lehrsatz IV. Die Grösse, aus 
von Lehrsatz III) die Quadratw 
Wert i». 

^ I(J3. Durch das bisher besprochene Verfahren erhielt mio, 
weil die Resolvente ö) (^j—I)- wertig war, sofort die vollsföndip lg 
Losung der Kreiateilungsgieichung. Mit Hilfe von minderwertiga 
Kesolventen kann man die Lösung auf ihre einfachsten Bestandttili 
reduzieren. 

Es sei pi ein Primzahlteiler von p— 1, und Jj,.g, ^p — 

bilde man 

(o3 + a, m" + a,"«"- + . , . + «/ -- oj*'^ " )''., 

worin a, eine primitive Wurzel der Gleichung 

a>. ^ 1 ^ 
bedeutet. Da w, , rij^, ... k^'"' vun einander verschieden sind, 
die folgenden Potenzen von a, wieder dieselben Werte ai 
so können die höheren Potenzen «,"• + ', ... «[""- durch jene nieder» 
ersetzt werden, und wenn man 

95„ =<B +(^''' +»"''■' +...-I- 


^p„,_i=oJ"''' ' + ((/*'■ ' + oj*^''' ' + ... + 1»^''''''"' 
sfitzt, so wird man die obige Besolvente schreiben können: 

(Vu + «1 <Pl + «l^S + ■ ■ ■ + «/' ~ ' Vfi. - 1) "'■ 

Es kann jetzt durch die früher benutzte Methode bewiesen wer- 
den, dass diese Resolveute sich beim Einsetzen von iW für ra nicM 
ändert, dass sie also zur Gruppe der Gleichung 1) gehört und dem- 
nach rational durch ctj und die KoefJicienteu von 1} darstellbar ist 
Wir bezeichnen ihren Wert mit //^i*"'' und erhalten 


?'o + <*i ^i + "/Vä + ■ ■ ■ + «1 ''■ ~ V 
Setzt man dann, wieder genau wie oben, 

(9n + ««iVi + «i" Vi: + ■■■ + «,"'' 
(^u + t<i <Pi + ß, Vs -!-•■■ + V "' ' 

ao findet sich, dasa L'i"''' rational bekannt, 


.-!)'■■ 


-0- 
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1 r ^V TTiPi) P\ n 

1 r *'/- — ?7j*') "', 1 

9'x = -; [- 1 + «r * y ^/i<^'> + «1-* ^) y f^t**'^' + • • -J, 

ird. Diese einzelnen Funktionen bleiben für die Einsetzung von o^''* 
att CO also fSr die Potenzen 

igeändert. Man erkennt: 

Lehrsatz V. Die ^^^-wertigen Resolventen ^q, ^i, ... 9p,— i 
3r Kreisteilungsgleichung gehören zu der aus den Potenzen 
3n 5^» gebildeten Gruppe. Man kann sie durch Aufsuchung 
ner primitiven Wurzel von ^^»—1=0 und Ausziehung einer 
•en Wurzel aus einer dann rational bekannten Grösse be- 
immen. 

Ist p^ ein zweiter Primzahlteiler von i?— 1, und p—\ =i>i.l?2 •ä's} 
ist die Resolvente 

welcher a^ eine primitive p^^^ Einheitswurzel bedeutet, auf die Form 

duzierbar, wo unter 


rstanden werden muss. Man erkennt, dass diese Resolvente für den 

)ergang von o zu o^^', also für die Substitutionen 5^^ s^'^s ••• ^"" 
ändert bleibt und daher durch q>Q rational darstellbar ist, wenn man 
als gegeben ansieht. Setzt man 

(;^ + «2'zi + «2''z2 + ..0-(;co + «2Zi + «2';c2 + ..0'^"'~'==f^^^^^^^ " 

ist auch U <^«> rational in 9^, und es wird 

■i p pa TT {Pi) ^ 1 

1 r ^ Tl iPi) '^ 1 

Zi = ^- [- 9o + «2-^ T^?^/'^ + «2-^ ^> V f/x<^^' + . . .J, , 

LehrsatB VI. Die p^.p^-yvexiigeu Resolventen Xq^ Xi^ ••• 
p,—i der Kreisteilungsgleichung gehören der durch die Po- 

:zen von s''»^ bestimmten Gruppe an. Man kann sie durch 

12* 
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die Äufeuchung einer primitiven Wurzel von ä*^— l=')niii 
die Äuaziehung einer p^""" Wurzel aus einer durch ly^ und diesi 
primitive Wurzel rational bekannten Grösse bestimmen, 

$ 164. Da dieses Verfahren sich fortsetzen lässt, so folgt: 

Lehrsatz VH. lei p— l^lt^. ji^.p^ ..., so braucht man, 
die Kreiateilunpsgleichuiig für die Primzahl p aufzuloaei, 
nur je eine primitive Wurzel von 

sp.-\^0, 5"'-l=0, ^''--l-'O,.,. 

zu kenneil, und hat dann der Reihe nach eine j7,", jjj", Pj", 
Wurzel aus je einem Ausdrucke auszuziehen, welcher duret 
die vorhergehenden bekannten Grössen rational ausdrttt 
bar ist. 

Mit tpn sind gleichzeitig qc,, 9>g, ... ipi.,~i bekannt, da alle di«l 
Funktionen zu derselben Gruppe gehören; ebenso kennt man die Korf 
heienten von 

7) («-ci»)(a:-o)^'"+^)(a;-.a)s'*'+')...(3:-t^"'"'"+'} = 0, 

Demgemäas zerfällt 1) nach der üurehföhrung des im Lehrsatz V) 
gegebenen Verfahrens in j)^ Faktoren 7). Da die zu einer jeden die- 
ser neuen Gleichungen gehörige Gmppe in den betreffenden WnrzelD 
transitiv ist, so sind alle Faktoren 7} wiederum irreduktibel, so langt 
ausser den Koefficieuten von 1) nur ifn als bekannt angesehen wiri 
Nach der Durchführung des im Lehrsatze Vll angegebenen Ver- 
fahrens ist j;^ bekannt. Da sämtliche Werte dieser Funktion zu 
und derselben Gruppe gehören, so sind sie auch sämtlich durch J) 
darstellbar. Ebenso sind die Koefficieuten von 


((l-<.)(l-o,.'"0(l 
8) \(ß-a')(x- 


»•"'■' 


+')(!- 


')■■■(«- 


'•)_0, 


+■)...(»- 


i)/'if^+i\ 


bekannt; jede der Gleichungen 7) wird also jetzt reduktibel und zer- 
fallt in pi Faktoren 8), welche wiederum in dem durch Zn bestimmten 
Gebiete 'irreduktibel bleiben. In dieser Weise kann man fortfahrffl!, 
bis man zu Gleichungen ersten Grades gelangt. 

% lfi5. Ein Spezialfall ist von besonderem Interesse; derjenige 
nämlich, für welchen alle Primfaktoren von jt — 1 gleich 2 sind. 
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Iiehrsatz vm. Ist 2"*+! eine Primzahl |), so kann man die 
zu p gehörige Kreisteilungsgleichung mit Hilfe einer Reihe 
Ton m quadratischen Gleichungen auflösen. Das reguläre 
jp«2'» + lEck ist in diesem Falle mit Hilfe von Zirkel und 
Lineal konstruierbar. 

Es wird nämlich eine Wurzel der Kreisteilungsgleichung 

2ä , . . 2jr , , ^ 2jr . . 2ä 

f. (o = cos [-ism 1 daher o~^==co5 i.stn — ? 

^ P P P P 

f 03 + o— ^ = 2cos — : 

^ . P 

1 . . 2ä 

> demgemäss ist der Winkel — mit Zirkel imd Lineal konstruierbar. 

P 

Damit 2"*+ 1 eine Primzahl sei, muss m=2f^ werden. Denn wäre 
tw==2".mi, wö ^1 ®i^® ungerade Zahl ist, so würde 

2^" + 1 = (22^)"»» + 1 

durch 2^'' + l teilbar sein, da für eine ungerade Zahl m^ 

a"**4- 1 

— r-,- = a"»*-^ — ä^^-^ + a'^i-» - . . . + 1 
a+ 1 

wird. Für 

^ = 0,1,2,3,4 

findet man auch wirklich Primzahlen, nämlich 

l> = 3, 5, 17,257,65537; 

ftr diese sind daher die entsprechenden ^'-Ecke konstruierbar. Für 

f* = 5 wird 

22'+ 1 = 4294967297 = 641 . 6700417, 

eo dass es ungewiss bleibt, ob die Form 2*^* unendlich viele Prim- 
zahlen liefert.* 

§ 166. Wir wollen für p = 6 und ^=17 die betreflfenden Kon- 
struktionen wirklich durchführen. 

Für jp = 5 wählen wir die primitive Wurzel g = 2 und erhalten 

/^l, ^1^2, ^2-4, ^^3 (mod.5). 


* Vergl. Gauss: Disquisit. arithm. § 362. Die dort ausgesprochene Behaup- 
tung, Fermat habe gemeint, alle Zahlen 2^*'-|-l seien Primzahlen, ist von Herrn 
B. Baltzer, Crelle's Journal 87 , p. 172, berichtigt. — Bekannt sind als zerlegbar noch 

2*"+l und 2*"-f-l; ersteres ist durch 114689, letzteres durch 167772161 teilbar. 
Beide Resultate hat Herr J.Pery euch ine, das zweite unabhängig von ihm auch 
Herr E!. Lucas gefunden. 


Zweiter AbechniU. AnwomluLg tivt Sobstitutionenthepi 


1 = ^1. 909, = 90 + 91 - 
qi- + 9)— 1 =0, 

-l + Vö. -1- V5 




ander 

Setzt 


a Abänderung der Wurzel tu in w^ lediglich (p^ und ^j mit 
vertauscht, so ist die Wahl des Vorzeichens bei q>^, bell 
man dagegen fest, dass 


2n , 


- 4- iscn -. 


soll, so wird 

9)o-=u+üJ* = 2cos -^. 9;, = w'' + ü,3 = 2cos-^. 

9)a>0, q^i<0, und dann ergeben sich die Vorzeichen 
I angenommen wurden. Weiter ist 

x,^ = *", Zi = "*; Xi = "'. 23 = w"; 


I 

so, w: 

I 


-l + V5 + iyiO+2/6 



4 

Die Wahl des Vorzeichens 
geschah so, dass der ima^ 
Teil von a positiv, der v( 
negativ wird. 

Zur Konstruktion des 
lären Fünfecks reicht die i 
nia der Resolvente v„ = 2t 
aus. 

Es sei um ein Krei 
dem Radius 1 geschlagen 
dem horizontalen Radius OA 
die Tangente errichtet und 3 
AE-^ \-A0 = ^ gemacht. 


OB-Vl+C- 
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AI = 2cos-^ ' 

5 

Halbiert man endlich AF in 6f, zieht GHJ//OA und OC HJ, dann 

Mid HOC^ÜOJ^^ sein, weil cosHOC = AG^cos^ ist. if, 

C', / sind daher drei aufeinander folgende Ecken eines regulären 
B'finfeekes. 

§ 167. Für|) = 17 ist ^==6 eine primitive Wurzel. Sie liefert: 

/, g\ 9\ 9\ ö^, 9\ 9\ 9\ 9\ 9\ 9^\ 9'\ 9'\ 9^\ 9'\ 9'\ 9''] 
1, 6, 2, 12, 4, 7, 8, 14, 16, 11, 15, 5, 13, 10, 9, 3, I5 

9o == ö + «^ + ö* + »^ + »^^ + ö^^ + »^^ + «^, 

9o + 9^i = -l- 
Um ^^o'^'i ^^ finden, multiplizieren wir in der Art, dass wir zuerst 
je zwei untereinander stehende Glieder multiplizieren; die Summe wird 
9>i; dpun multiplizieren wir jedes Glied von g^^ mit demjenigen von g?i, 
"Welches unter dem Nachbargliede zur Rechten steht; wir erhalten q)^. 
fahren wir in derselben' Weise fort, so ergiebt sich 

9o • 9i = 9i + 9o + 9o + 9^0 + 9i + 9>i + 9>i + 9^0 = 4 (g?o + 9i) = - •!• 

£s ist also , . . 

9o + 9i = -l, 9>o-9^i = -4, 

-1 + 1/17 - 1 - ]/i7 
9o= 2 ' ^^^ 2 ' 

wo das Vorzeichen beliebig ist, wenn die Wahl der Wurzel cj noch 
aussteht. Wenn jedoch ^ 

03 = COS 7-7 + ^ stn T_ 

angenommen wird, so ergiebt sich zur Bestimmung der Vorzeichens: 

^ r 6jr , IOjt , 12jr . 14ä~| 
=« 2 cös yy + cos -j^ + cos -^ + cos y^- J 

^ r 6jr 7;r ön 3nl ^^ 

-=2 \cos Y=-- cos -Y,j cos y-^ — cos ^^ j <0 

und dann sind die Zeichen so zu wählen, wie es oben geschehen ist. 
Femer hat man 
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Xi = cd" + ö' + »" + »^", Z8 « (ö^^ + »^* + cö-^ + ß)^; 

XoXi-^Xii + Xi + lo + Xt--^^ X2X9 = Xo + X9 + X2 + Xi = -h 

Die Verteilung der Vorzeichen ist auch hier leicht zu be8timm( 
Man hat 

X„ = ( a + «D«) + («* + o>») = 2 (cos j^ + cos -?^) > 0, 

X, = (ß)« + «)») + (0)' + o^") = 2{cos^^ + cos ^ff) < 0. 
Danach wird 

fc - f + /^' + 1. «. - f - ]/?+ ' ' 

Zerlegen wir weiter, indem wir uns auf Xo beschränken, 

^^j = 00 + 0^^5 ^1 = »'* + 00^*, 


^0 + ^1 =Xo, ^o^i=Z8 = § + "[/^+l, 


i 


Da nun ^(j=2cö.s y=^) ^i = 2co5y=-) also ^o>^i is*> ^^ erhält i 

Diese Resultate reichen für die Konstruktion des regulären 
zehnecks aus. Es sei um mit dem Radius 1 ein Kreis geschl: 
auf dem horizontalen Radius OA werde eine Tangente errichtel 
auf ihr äE = ^OJ='-\ gemacht; dann ist: 

OE=Vl + l='^- 
Ist ferner EF='EF''=EO, so wird 
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AF^- J- 


yi 7 - 1 y„ 


4 2' 


AF<^ 


|/1 7 + 1 

4 


91. 

T 


0F= 


t man 


ird 


l/f 


+ 1, 


OF' 


'Vi 


2 


+ 1 



FH^'FO, 
F'H'=F'0, 


AH = ÄF+FO='^^ + 
AH'=-AF'+F'0^'^^' + 


Vi 
V 


+1-«. 


«+'=«. 


halbieren wir in Y, so dass man erhält 


1^6 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 

Jetzt machen wir AS^l und schlagen einen Halbkreis um WS 
Durchmesser; dieser treffe die Verlängerung von OA in K] demnadi 

Nehmen wir nun LK^AY und dann KL = LM^LN^ indem wir 
um L mit LK einen Kreis schlagen, so erhalten wir 

AN+AM=-2KL = 2AY^X^^% + i,,, 
AN.AM^AK^^AS.AW^X^^%.H>^. 

Die grössere der beiden Strecken AN^ AM ist gleich ^q, also könneft 

wir setzen ,^ 

AM^ ^Q = 2 cos ^• 

Ist P die Mitte von AM und QP jl AO, ODlAO, so werden Q,B 
zwei aufeinander folgende Ecken des gesuchten regulären Siebzehn- 
ecks sein. 

§ 168. Wir wollen jetzt, unter der Voraussetzung p>2^ den 
Fall i?i = 2 behandeln. Ist g eine primitive Wurzel, so wird 

9o = CO + Cö^' + CO^' + . . . + GJ^""', 
g>i = fiJ^ + Cö^' + ö^' + . . . + (0^"'% 

9o + 9i = — 1- 
üni auch gj^^j zu bilden, verfahren wir bei der Multiplikation nad 
der in Sen beiden vorigen Paragraphen verwendeten Methode. Es wirf 

9o9i = [«^"^' + «^'■^^' + . . . + o^' * +^'"'] 

+ ... 
Hier sind die Exponenten, welche in einer Klammer auftreten, 

entweder sämtlich quadratische Reste, falls der erste es ist; oder 
sämtlich quadratische Nichtreste, falls der erste es ist; oder sämtlict 
gleich Null, falls der erste Null ist. Im ersten Falle ist der Wert der 

entsprechenden Klammer ^q, im zweiten 9^, im dritten « Folg- 

lich wird «—1 


Ui 


Da 


Da 


r-ii 


S) 




wenn durch die Zahlen m^, mg, mg angegeben wird, wie oft die ein- 
zelnen Fälle eintreten. 
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Ist 5^*"+^ + 1=0 (mod.p), so wird 2(2« + l)=j> — 1; es rnuss 

»0 ^—^ — eine ungerade Zahl sein; dann und nur dann kann der dritte 

all eintreten und zwar auch nur einmal, nämlich für a= — j— • 

aber ist « — 1 

Wg = für ein gerades ^-^ — > 

Wj «= 1 für ein ungerades • 

>a 9)0 «91 rational und ganz in den Koefficienten der Kreisteilungs- 
leichung 1) ist, so wird der Wert dieses Produkts eine ganze Zahl 
iin. Sonach können wir setzen 

^0 n eine ganze Zahl ist. Dann liefert S) 

(tWi + w)9o + (»^2 + w) 9?i = 0. 

n dieser Gleichung kann man alle vorkommenden Potenzen von co auf 
olche reduzieren, deren Exponenten kleiner als 'p sind; dann kann 
Qan durch 00 dividieren und erhält dadurch eine Gleichung, welche 
Lochstens bis zum Grade p — 2 aufsteigt, und trotzdem mit der irre- 
Luktiblen Gleichung 1) vom (p — - 1)*®" Grade die Wurzel » gemein- 
am hat. Sie muss also identisch erfüllt sein, d. h. es ist 

Wi == W2 = — M. 

'olglich wird man für die gesuchten Werte m^, m^ und 9o'9i erhalten: 

\ == Wg =-^— j— 5 9o • 9i '^ ■" j^ i^r ein gerades - a - » 

^^m^^^-^j 9o-9i = ^^2 4 ^ T~* ^^^ ^m ungerades -^-, 




p-1 


(9> - 9o) (9 - «Pi) = 9* + 9 + -Ä-^—^ 


_ 1 +"[/(_ 1)%'^ _ -l-l/(- 


p-i 


. ^_ _. . . 1) ' i> 

%= 2 ' '^''^ 2 ' 

»bei freilich fiber das der Quadratwurzel zu erteilende Vorzeichen 
^ts bekannt ist. 


I 
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§ 169, Wir betrachten jetzt die beiden Gleichungen 

--„ (x- a}(x-W-''){x~a'-)...{x~to"'' '^ — O, 

2i {i — ofl) (x — m»') (3; - ojs') . . . {x - a"" '') = 0, 

deren Koefticienten bei der Umwandlung von (o in u^' ungeäudert 

bleiben, weil dadurch die Wurzelu nicht geändert werdeji. Berechnfit 

man somit irgend einen der Koefficienten , und erhält man bei liH 

Ausführung der dazu nötigen Multiplikationen einen Summanden von 

der Form m a", so muss derselbe Koei'ficient auch 

als Summanden enthalten, folglich mtpy, oder m<p^, jenachdem a m 

quadratischer Rest oder Nicht;rest mod.^i ist. Demnach wiri 

Koeffieient von der Form / — 


werden und 1 
cienten 


> wird durch Einführung dieser Ausdrücke 

_ x+r|/(- i)My 


.em a m 

1 


wo unter X, Y ganze, ganzzaklige Funktionen von x verstanden sini 
2, erhält man aus z,, durch Umwandlung von a in ca", oder von % in 
9^, also durch Änderung des Vorzeichens der Quadratwurzel: so 
steht der Ausdruck / ^-j— 

"i 2 

und daraus _j 

_ ^-1 - x'-(-i)~^p.y' 


und man hat das 
Lehrsatz IZ. 


Resultat : 
Es ist 


wo X und Z ganze, ganzzallige Funktionen von x bede 

* Die reichhaltige zu dieaem Kapitel gehörige Litteratur findet sich in: . 
P. Bachmann, die Lehre von der Kreifiteilung u.s.w., Leipzig, Teubner 187!. 
Wir «ind der dort ge^räilten Darstellung in dieBem Kapitel zum Teil gefolgt. Dia 
beiden Figuren sind jenem Werke entnommen. 
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Elftes Kapitel. 
Die Abel'schen Gleicbuugen. 

§ 170. Die KreisteiluügsgleicUuag hat die Eigentümlichkeit, dass 
jede ihrer Wurzelu eiiie rationale Funktioo jeder andern ist Wir 
•p-enden uns jetzt zur Behandlung derjenigen irreduktiblen Gleichun- 
Bf«n, bei denen eine Wurzel x\ eine rationale Funktion Ö (-(■,) einer 
a-ndereu Wurzel .i\ der Gleichung ist. Es ist ersichtlich, dass diese 
EJ-leichungen die Kreist eil uugsgleichungen als speziellen Fall umfassen. 

Es sei 

1) /■(..) _0 

Aie gegebene irreduktible Gleichung; zwischen zweien ihrer Wurzeln 
»^, 3,\ bestehe die Beziehung 

Wo wir unter ö eine rationale Funktion verstehen. Dann ist 

ffr'i)-0, /-[«(a^jj-o, 

So dass die irreduktible Gleichung 1) mit der Gleichung 

3) n9(x)]-0 

eine Wurzel gemeiuaani hat. 3) wird dajier für alle Wurzeln von 1) 
"fcefriedigt werden; speziell wird a/j = 6 (r,) eine Wurzel von 3) sein. Aus 

/■|9[9K)J|-0 

■fblgt dann weiter, dass 9[e(Xi)] eine Wurzel von 1} ist. Deshalb ist 
diese Grösse auch eine Wurzel von 3) und daher 0iö[9C^i)il ein« 
solche von 1) u. s. w. Führen wir nun folgende Bezeichnungen t 

so erkenneu wir, dass alle Glieder der unendlichen Reibe 

=:„ 6(1,), i'(^), e=M, ...9'(..i), ... 
Wurzeln der Gleichung 1) ,iud. Da diese aber nur eine endl'che An- 
aahl von Wurzeln besitzt, so ergiebt sich durch eine vielf»»'' ^™>''>'" 
Sohlussweise, d.s. es in unserer Reihe eine Funktion »'" (^''. ""*■"" 

dem Antanf 
hergehenden Funktionen 

. *1, 9(.t,), 9"(x,),...r-'(i,) . 

'."" ''""f' "'"Weden sind. Diese ersten ,» Werte reproduzrerm | 
rci, dann be, de, Fortsetzung der Reihe, so dass z. B. u»' '^" °^"^ 
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:e der (Hei- liii 
IX.. Folg- 1( 


I 


den Ant'angswert annehmen, und daas für k<^m nur 

^.^j 0' M -()■+• (i.) - 9-+' («,) .... 

Giebt es ausserhalb des so erlangten Systems von m WiumIh *" 
noch andere, welche der Gleichung 1) genügen, so sei x^ eine soll 
Auch diese befriedigt 3), also ist (iiz^) eine Wurzel von 1) n,i 
Wir finden daher hier eine Reihe von (i von einander verschieden« 
Wurzeln 

Da die Gleichungen 

4) r(j/) -</ = '), 9."(3)-2^0 

mit der irreduktiblen Gleichung l) je eine Wurzel u='^i 
nieinsam haben, so haben sie alle gemein mit ihr; die erste 
chungen 4) wird also durch x^ befriedigt, die zweite durch x,. Folg- 
lich ist m ein Vielfaches von fi und (i ein Vielfaches von m, d.h. es 
ist m = ii. 

Ferner sind alle Wurzeln der zweiten Reihe von denen der ersia 
Reihe verschieden. Denn aus der Annahme 

f)'fe)-9-(x.) (o, b<,„) 
würde durch Anwendung der Operation fl'"— '' folgen 

d.h. ea würde u:.^ in der ersten Reihe vorkommen, was 
nahmen entgegen ist. 

Sollte es ausser den 2m ao erhaltenen Wurzeln noch eine andere 
Xg geben, sn wiederholen sich dieselben Sehlussfolgerungen. Man 
erhält: 

Lehrsatz I. Wenn eine Wurzel einer irreduktiblen Glei- 
chung f(x) = Q eine rationale Funktion einer anderen ist, ae 
verteilen sich die Wurzeln in v Reihen zu je m Wurzeln der 
art, dass die Tabelle 


x„ 0(a;,), 9\x,), 


entsteht. Hie 


I x„ 9(i,), 9 
■ ist für « = ] 


, 2, 3, 




9"'{».)- 


nd der Grad der Gleichung /"(.t)=^0 ist i 
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Hiemach können wir die Gruppe der Gleichung 1) bestimmen, 
oer die Vertauschungen von x^^ x^^ ... x^ unter einander ist durch 
e blosse Angabe, dass eine Wurzel eine rationale Funktion einer 
ideren sei, noch nichts vorgeschrieben. Es ist also jede Substitu- 
3n unter x^^ x^^ ... Xy erlaubt. Ersetzt man aber x^ durch x^^ so 
5ht die ganze erste Reihe von 5) in die zweite über u. s. f. Die 
ruppe von 1) ist also imprimitiv. Sie hat v Systeme der Impri- 
itivität zu je m Elementen. Die Vertauschungen der v Systeme 
iter einander sind willkürlich. Setzt man dagegen für Xa ein 0^(5?«), 
' geht Q'^ipc ) in 0'^'^^(^a) über. Innerhalb eines einzelnen Systems 
nd also nur jn Substitutionen möglich. Die Ordnung der Gruppe 
m 1) ist also r = v\m^\ 

Lehrsatz II. Die Gruppe der Gleichung 1) ist imprimitiv; 
e enthält v Systeme der Imprimitivität, die den einzelnen 
gilen von 5) entsprechen. Die Ordnung der Gruppe ist 

§ 171. Wir stellen jetzt folgende Resolventen auf: 

g,^=.x, + d(x,) + d'{x,) + ... + d"'-'{x,)^ 


(Pr=xr+e{x,)+e^{x.) + ... + e'^-''(x,). 

endet man auf g)^ irgend eine derjenigen Substitutionen der Gruppe 
a 1) an, welche die Systeme der Imprimitivität ungeändert lässt, 
bleibt auch q)^ ungeändert; wendet man eine Substitution an, welche 
B. x^ in d^(Xa) überführt, so geht zugleich damit 

e{x,) in 0^+H^a), ÖH^i) in 0'+^^«), ... 
d demnach ^^ in 9« über. Es ist also q)j^ eine 1;- wertige Funktion, 
i g)j , ^2 ? • • 9» sind ihre verschiedenen Werte. Die zu (p^ gehörige 
uppe besteht aus den m'' Substitutionen, welche die einzelnen Systeme 
ht ändern, kombiniert mit denjenigen, welche die zu 9?2) ^s? ••• % 
lörigen Systeme unter einander vertauschen; ihre Ordnung ist also 
— 1)! m'. 

Jede symmetrische Funktion der g? ist in den Koefficienten von 
rational darstellbar. Man hat also als bekannt anzusehen 

^1 (9i) == 9^1 + ^2 + • • • + 9"? 
^2 (9^192) = 9^19^2 + 9i98 + • • • + 9»'-i9n 


1 somit sind die Koefficienten der Gleichung v^^ Grades 
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6) r-S,.9"-' + Ss-9'*~*----±Sv-=0, 

von welcher 9,, tp.^, ... 91, abhängen, bekannt. Ohne weitere spesklt 
siereiide Vorausaetzungen über 3"i, J'„, ... J\ liiast sich von dieser Glei- 
iihiing nichts Besonderes aussagen. Wir sehen: 
Z>ehrsatz III. Die Resolvente 

hängt von einer Gleichung v'™ Grades ab, deren Koefl'icieuten 
rational durch diejenigen der Gleichung fi^J^O ausdrüct- 
bar sind, 

§ 173. Nelimen wir an, auf irgend eine Weise wäre «p^ uua be- 
kannt geworden, dann kann die Rechnung genau nach der im voriges 
Kapitel verwendeten Methode weiter geführt werden. Wir bilden, 
dort, eine cyklische Funktion 1 

r, = [X, + ©e {x,) + e^Ö' (x,) + ... + ö"-'fl"'-' (a;,)]"', ■ 
wobei 05 eine primitive Wurzel der binomischen [jleichung ' 

^'"-1 = 
sein soll. Ersetzt man in T, die Wurzel .r, durch 6(2:^, ao gehtr,i« 
re (x,) -f K.9^ [x,) + ... + ra—^r-' (x^) + B'«- '. X,]- 

über. Ti bleibt also für alle Substitutionen ungeäudert, die qj, niidit 
ändern, und daher hat man T, als rationale Funktion von (pi 
sehen. 

Wir betrachten femer den Ausdruck 
{Xy -h ö'fl (x,) + m'^e^ (%) + ...)• {^i + «ö (x,) + m'B^ (3-,) + ...)"■ 
dann weist sich auch dieser als zur Gruppe von ^j gehörig und Am 
naeh als durch yj rational ausdrückbar aus. Wir setzen ihn 
T), und finden 

x, + Ö{x,) + B-{x,) + ...+d—^(x{) = q>„ _ 


x^ + cj^e (x,) + m*d^ (xy) + ... + ü 

,— '9— (aj-lffr,', 

ineare Kombinationen dieser Gleichu 

Igen geben die Wm-zelwerte 

^.-i[<p,+?X+l[i'T;>+. 

..\9r^, 

eM-^[v,+'-?T,+^'^^m 

+ ...+«,— '^^r' fr,»-! 
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Iiehraata IV. Sind 

x„ B{x^), e^(%), ... 6"'''{Xi) 
ie m Wurzeln einer Gleichung m"" Grades, wobei B{x) eine 
ationale Funktion bedeutet, für welche &"iXi)^Xi ist, so 
ann man diese Gleichung auflösen, indem man eine primi- 
ive Wurzel von e'"— 1 =0 bestimmt, und aus einer bekann- 
en Grosse die m'" Wurzel zieht, 

Lehrsatz V. Sind zwei Wurzeln einer irreduktiblen Glei- 
lung eines Primzahlgrades so mit einander verbunden, 
aas die eine von ihnen als ratioaale Funktion der anderen 
arateilbar ist, so kann die Gleichung algebraisch gelöst 
rerden. 

Denn man hat m.v=p und w>l; folglich ist w(=^ und i' = l. 
Falls alle in f(x) und in 0(3-) vorkommenden Grössen reell sind, 
:aDn man hier weitere Reduktionen eintreten lassen, welche sich auf 
ie Äuaziehung der m^" Wurzel beziehen. Man kann 

r, = (a:, + ö fl (ar J + Qjä 0ä (:r, ) + . . .)'" = ß (cos ■& + i sin &) 
oreh die Koefficienten von /', 9, 9), und durch a darstellen. Das 
Luftreten von i = y—i kann unter unseren Voraussetzungen nur von 
> herrühren, so dass 

T,„_t = {x, + cr-'d{a:,)-\-(ü-^Q^{x^} ~\- ...)•" ^ q {cos »- i sin ») 
ad das Produkt der beiden conjugierten Grössen 

'ird. Andrerseits ist die m*« Wurzel aus diesem Produkte 

ir die Substitution von 9(3:,) statt .t\ unveränderlich und also darch 
akamite Grossen rational darstellbar; es sei der Wert dieser f»*"" 
''^urzel gleich U. Dann wird 

» + 24)1 , , , » + 2li;i- 


I 


V'J\ = VU{ 


- +isin -— — . 


Leliraatz vi. Die zweite der im Lehrsatz IV) angegebene» 
perationeu kann, falls alle in f{x) und d{x) vorkommenden 
''^ell sind, durch die Ausziehung einer Quadrat" 
"** eiüer bekannten Grösse und durch die TeiluuS 
tönten Winkels in tn gleiche Teile ersetzt werde»* 
""'""uiaOiBoriB- ^ 


rösi 
arze 
in es 
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§ 173. Ist die im Lehrsatze IV) angegebene Zahl m eine 

aainm enge setzte Zahl, so kann man speziellere Reauiventeo zur Löämg 
verweudeu. Ist ?w ■= Wj .wi',, wo )», ein beliebiger Teiler vou mm 
mag, so setzen wir 

iC, = a;, + 6"" {j;) + Ö""" (a.',) + . . . + 6""' -'>"■■ (j:,), 

^■.=ö(^,)+e""+'('',)+ö'"''+'(^)+---+e""'""'"'+'(^-.). 

t.u.-B"'--\x,) + 6'"'--'{x,)+d^"--'{x,) + . .. + &■■'•-"'' (x,), 
und betrachten die Heaolvente 

[,T, + «,9(x,) + VÖ''<-^i) + --- + «."'-'Ö'"^'(i-,)]'"', 
in welcher «j eine primitive i«,"' Kinheitawnrzol bedeutet. Diese In- 
solvente iat gleich 

(Kj|+a,^j + c,V3+ ••■ + «,"""'<''"■.)'"'; 
sie bleibt bei der EinsetKUiig von 6(z,) statt a^i, durch welche & 
'''ii '''sj ■■■ ''^"'i cyklisch verschoben werden, ungeändert und ist sisu 
durch Kj und bekannte Grössen rational darstellbar^ wir setzen diesra 
Ausdruck gleich f/,''"'' und erhalten 

*, + «1 1*'» + «iVa +... + «,""- ' !!'„„ - I/Tt;«'"^'. 
Nimmt man dann, wieder genau wie oben, 
(itp, + Kj'tf-3 + r;-*^3 + . . . + «,'™' -"'i/^„.,) (^, + ß,V', + ai'-^s + -■■)" 

so findet sicii, dass ^'j''"'' rational bekannt, und tiasa 

*,-,'[?', + «r' lÜf?^ + «r' frS! ?7V^''" + ■■■] , 

Lehrsatz VII. Die «;|-wertige Reaolvente ^, kann erlangt 
werden, indem man eine primitive Wurzel von ^"'' —1=0 auf- 
sucht und aus einer bekannten Grösse die »«/° Wurzel zieht 
Da dieses Verfahren sich fortsetzen Jäsat, so folgt: 
Lehrsatz VIIL Sind, unter eine rationale Punktion ver- 

■"■"''»• x.,9{.o,e.(.,),..,r.-w [e«w-x.) 

die Wurzeln einer Gleichung m/'" Grades, so braucht man, 
wenn nt^ni^.ni^.t»^ ... ist, zur Auflösung dieser Gleichung 

nur je eine primitive Wurzel von 
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;2f'»i— 1=0, 0^^-1=0, ^ßi»»»— l-=0, ... 

SU kennen, und hat dann der Reihe nach eine w^*®, Wg*®, mg*®, ... 
Wurzel aus je eineui Ausdrucke auszuziehen, welcher durch 
lie vorherig bekannten Grössen rational ausdrückbar ist. 

§ 174. Wir können die Lösung noch auf eine andere Art be- 
Tverkstelligen. 

Es sei tw = Wi . Wg ... mt,, = Wj . Wi = WgWg = ... = Wo, Wto; dann kann 
3ian, wie gezeigt ist, folgende Gleichungen aufstellen: 

g,ix)=^0, mit den Wurzeln rri, 0"'^(:rj, 0^'"^(a;i), ... 0("»~^^"*^(iri), 
deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
3Ci =^1 + 0"*' (^i) + "« sind; x^ ist die Wurzel einer Gleichung 
%*®^ Grades \(x)^^' 

g^ {x) = 0, mit den Wurzeln x^, O'^ix,), 0'"^(iCi), ... 0^"^~'^'^(iPi), 
deren Koefficienten rationale Funkfcionen einer Resolvente 
>K2==^i + 0'"''(^i) + "* sind; x^ ist die Wurzel einer Gleichung 
^2*®'' Grades h{x)'='^' 


K) 


A«) 


A.) 


9^{x) = 0, mit den Wurzeln x,, 0"'"(^i)7 ^"""^""(^i), ...0^*'^"'^'"'"(:ri), 
deren Koefficienten rationale Funktionen einer Resolvente 
;tw =»a;i + 0"*"'(^i) + ... sind; Xoj ist die Wurzel einer Gleichung 
mj^'' Grades Äcü(3j) = 0. 

Wählen wir nun m^, mg, ... m,« so, dass sie zu einander relativ prim 

sind, dann haben 

^i(ä;)==0, g2{x)'=0, ...ga^(x)^0 

nur die eine Wurzel x^ mit einander gemeinsam. Diese kann also 
mittels der Methode des grössten gemeinsamen Teilers rational durch 
die Koefficienten von g^, g^, ... g^ d.h. durch die Koefficienten von 
f{x) und durch Xi^ X^t ••• %(» ausgedrückt werden. 

Die Auflösung von f{x)^0 hängt sonach von der Kenntnis je 
einer Wurzel der Gleichungen 

Ä,(z) = 0, ä,(;k) = 0, ...Ä„,(z) = 
der Grade mj^, m^, ... nia, ab. Hat man 

wo Pi, i>2 5...i?w die verschiedenen Primfaktoren von m bezeichnen, 

^^ ^®* mi == jpi«', mg =- p^"'^ ...ma,^ Po,'"'" 

zu wählen. Falls für eine der Gleichungen Äa(;k)==0 der Exponent 
ax grösser als 1 wird, muss man zur früheren Methode der Lösung 
zurückgreifen, um ein xx zu bestimmen. 

13* 


Zweiter Abachnitt. Anwendunin^ der SübBtltutiouentheorie. 


% 175. Um für-die soeben behandelten Gleichungen ein 1 
bilden, nehmen wir 

+ ß^_KX±ß 1 

yx + S ■ 


und bezeichnen weiter 


l'W- 




9"'W- 


■mX + ß„ 


»•(x)- 


Da aber auch 

, (»,» + ft) + <i,„-lfr,3! + d,) 

,f»,i+W + «— (ri*+*i) 

ist, SO ergiebt die Yergleicbung beider Ausdrücke 

<.„-«,«._, +;;,fr„_„ ^.-ft«„_, + «,|3._,, 

ym^ «1 yi;i—l -\- yi^in — lj Sm^' ßf y,„ — l + ^i^m-1- 

Aus ihnen kann man sofort die Gleichungen erlangen 

-(«,'»,-/',I',)'(«.-.'S— .-^— 51-..-.) 
Wir suchen jetzt die Bedingungen dafür auf, dass 

wird. Zuerst bereiten wir jedoch durch Division mit 

Ya ä — ßy respektive Yßy—KS, 

jenachdeni aä — ßy positiv oder negativ ist, die Koefficienten so zu, ilai 

8) uÖ-ßy=±l ^ 

wird. Null kann die Grosse ad — ßy nicht sein, weil sonst ^^| 

^ y 

würde. Ferner bereciineii wir diejenigen Werte a\ a^', welche (In" 
uugeändert bleiben, bei denen also ^^_ 

,i' + ((!-o)a;--|5-0 
ist. Es Gudet sicli, jenaclidem ad^ßy — f-1 oder = — 1 ist, 


I 
I 


id daher 


yx —a 
yx"-a 
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A) Wir setzen voraus, dass cd von ic" verschieden, also N nicht 
;leich Eins sei. Dann wird 

0(x) — af ^^ x — x* d^(x)--x^ „, x — x^ 
e(x)-a^' "■ x-af'' d\x)-af_' x-af'' 

d'^(x)-af „ x-sf 
Q»'(x)—xf' a; — rr"' 

^"» = 1 ist daher notwendige Bedingung dafür, dass d"*x = x wird; diese 
Bedingung ist auch hinreichend, denn aus ihr folgt 

d'^jx) _ X 

ind, da xf von r»" verschieden ist, auch 
Die Bedingung N"^ = 1 oder 

(±')"[^'-i/m^]'"- 

lann durch komplexe oder durch reelle Werte der Klammer erfüllt 
?'erden. 

Im ersteren Falle werden die oberen Vorzeichen gelten; äusser- 
em wird r a + ö \^ 

ein, so dass wir setzen können 

a + d . Xyt 
——— = cos 5 

2lmyt . . 2Xmyt 
cos ^ sin • 


iV w» = ( C05 xsin — ) = 


2s muss sonach, wenn A, ^ keinen gemeinsamen Teiler haben, ^ = w 
ein; d. h. es wird 

2 m 

^o A eine beliebige zu m teilerfremde ganze Zahl ist. Ist also 9) er- 
Wlt, so wird aus der Reihe x^ 0(a;), 0^(a?), ... die Funktion %"^{x) die 
i'ste sein, welche den Anfangswert x liefert. 

Wenn die Klammer reell ist, so kann sie nur die Werte *— 1, + 1 
»Unehmen, falls eine ihrer Potenzen gleich Eins werden soll. Die An- 
nahme ^«+1 würde auf a/^a:;" führen, was ausgeschlossen ist. Die 
^-Mahme ^=—1 liefert 

a + ^^O, a^ + zSy-l, 

ö*(a;) = a;, was wegen m = 2 mit der Bedingung 9) übereinstimmi 
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B) Es ist nur noch a;' = a/' zu betrachten. Hierfür erhall 

folglich muss das obere Vorzeichen gelten und es wird: 

I) a + d^±2. II) ad-ßy^ + i. 

Diese beiden Voraussetzungen ergeben leicht: 

" *■ ''~3ya; + (3dq:2)' 

Qm /^>) ^ [m aTifn-i)]x + mß ^ 

Soll nun 6'"(a;) = fl; sein, so würde aus der Gleichsetzung folj 

yai^ + {d-a)x-ß'=0, 

d. b. es mttsste schon 6 {x) = x sein. Ausserdem erkennt man, 
6*" sich mit wachsendem m asymptotisch dem Werte nähern 

^^~yx + iSTT) 
Es hat sich somit gezeigt, dass 

a + S^2cos — ) aö — ßy^l 

m 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, 

die erste der Punktionen ff'(x) wird, welche den Wert x wi 
nimmt. Dabei muss A relativ prim zu m sein. Für m=^2 '. 
zweite Bedingung fort. 

§ 176. Wir haben in § 171 die Gleichung v^"" Grades 
gestellt, welcher 

(p,^x, + d(x,) + d\x,) + ...+d"'-\x,), 

%=^2 + Ö(a;2) + 0H^2) + -.. + 0"-n^2), 


ÜB Wurzeln zugehören. Diese Gleichung ist ohne besondere 

(Voraussetzungen eine allgemeine und daher, wie wir späte 

•rerden, nicht lösbar. Wenn diese Gleichung 6) jedoch c 

Eigenschaften hätte, wie 1) sie besass, so würde die in de 

Paragraphen dieses Kapitels angegebene Methode, durch we! 
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S 1) auf 6) gelangten, in Ihrer Verwendung auf G) eine neue Re- 
,ktion dieser Gleichung hervorrufen. 

Die erste Eigentümlichkeit von 1) bestand in ihrer Irreduktibili- 
Wir zeigen: 

Lehrsatz IX. Die Gleichung, welche q),, fp.,, ... <f,- zu Wur- 
;ln hat, ist irreduktibel. 

Wäre diea nicht der Fall, so wäre die Gruppe von 
q>' ~Sj .p'-' + S,7>'~* --- ,..±ö',. = 
transitiv. Die transitive, imprimitive Gruppe von Ij besteht aus 
ibstitutiouen von der symbolischen Form 


t^ 


obei Sq nur die ( 


-K 


. (p, versetzt, 

9W9"W... 


i)bei ferner 

t und der Ausdruck der Substitution t im Sinne von § 73 aufzufasaeii 
Die ö„ (nicht mehr symbolisch genommen) bilden die Gruppe 
m G); wäre sie intransitiv, so würde -wegen der Form von t dasselbe 
it der Gruppe von 1) stattfinden, d. h. es wäre gegen die Voraus- 
ätzung 1) reduktibel nach g 154. 

§ 177. Die zweite Eigentttiniichkeit von 1) bestand darin, duss 
ine ihrer Wurzeln .u\ durch eine andere j\ rational auadrückbar wiir. 
daraus folgte, dass für x'i-=9(:k,) 

-'■.. 0(.^i), e*(x},...0"— C:.,) 
omfulls Wurzeln von 1) werden, und dass wegen 

^■i = Ö"'('^:)^Ö'""'(A) 
ich Xi rational durch /, aiisdrückbar wird. 

Es wäre nun eine scharfumgrenzte, berechtigte Aufgabe, unter den 
solche weitere Beziehungen aufzusuchen und festzusetzen, dass auch 
i G) eine Wurzel ip., rational in tp^ darstellbar wird, und die Glei- 


ung gilt: 


r(9D,). 


e allgemeinen Bedingungen hierfür sind aber wohl nicht in über- 
ihtliche Form zu bringen. 

Wir behandeln daher statt der allgemeinen Frage nur denjenigen 
lezialfall, in welchem aus einer ratioualen Beziehung, die zwischen 
und tpii besteht,* auch eine solche zwischen Xg und x^ folgt, d. b. 

BOU 

B) x^ = Rat. (xa) aus y»^ = Kat.i (ip^) 
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sich ergeben. Dieser Fall kann völlig erledigt werden. Notwendig 
ist aber die in B) enthaltene Voraussetzung nicht. Dies zeige folgen- 
des Beispiel. Es seien 

die Wurzeln einer Gleichung zehnten Grades; dann wird 

9>i = '^i + 6(a;i)=— ^, g>2 = ^2 + ö(^2)- * ■ 


Setzen wir nun fest, dass 

1 j_ x^^ x^ — l 


- 


^2 = oder 




fPi + 2cos-p- ^ — x^^ + 2 cos -^ (a^— 1) 


wird, so ist den geforderten Bedingungen genügt; zwischen den Grössen 
9^1) 9^2 besteht die Beziehung ^j^^^^'i^^d ^^^^ ^^^ dieser Beziehung 
zwischen fp^ und ^2 l^^i^ keine rationale Beziehung x^^Ra^tx^ ab- 
geleitet werden. 

Wir nehmen also B) als giltig an. Da nun 

sein soll, so erlaubt dies einen Bückschluss auf 

es gelten demnach für 1) die beiden Beziehungen 

also wird, da 6) dieselben Verhältnisse aufweisen soll^ 

Daraus folgt dann wieder x ^^d (x^ 

u. s. w.; d. h. alle Wurzeln von 1) sind rationale Funktionen einer 
unter ihnen; nur dann kann hei 6) das Gleiche stattfinden. Demnach 
haben wir zu setzen: 

AJ Xf^^e (X^), X^ -= 01 (X^), X^ = 02 (^i), ... 00^^ 0r-l(^i), 

Bi) 92^'^(9i)i 98 = '^i(9^i)) 9a = '^2(9i)} '" 9v^^v-2(9i)' 
Die Existenz der Beziehungen A^) ist für die Erfüllung der Forde- 
rungen Bj) notwendig, aber noch nicht hinreichend. Damit 

92^^ (Vi) 
sei, muss ^2 ^^^ ^^^ Anwendung der Substitutionen ungeandert blei- 
ben^ welche tp^ nicht ändern^ also bei der Einsetzung von dQc^) statt 
x^. Wir haben 


r 
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g,,=x,+e(x,)+e'(x,)+...=e,(x,)+Qd,(x,)+e%(x;)-\-... 

Teäe symmetrische Funktion der Grössen a,,, ©(a-j), 9^(^), ... ist durch 
Bg rational ausdrücbbar und umgekehrt; bleibt daher tp^ bei der Ein- 
otzimg von 6(^'i) statt x^ ungeändert, so findet dies bei jeder sym- 
metrischen Funktion S der ni Grossen X:^, d{x^), ... statt. Es ist 
eaanacb 

s[6, (x^), Bd,{x,), e'e, (x,),. . .] - s[e,9(a:,), ^^^^(x,), e»e,e(j:,), ...]. 

psbesondere müssen die Koefficienten der Gleichung, welche die Wurzeln 

0,(3;,), m,{x;), ^%{xO,...d"-%{x;) 
.at, mit den entsprechenden derjenigen Gleichung übereinstimmen, 
«r die Wurzeln 

9,e(a:,), e6,0(:c,), m,Q{x,), ... &"-'^,(Hx,) 
■KgehÖres. Beide Reihen stimmen daher in ihren Elementen überein, 
|l.de>wird 9,e(l,)-9-9,W 

Verden. Dies ist notwendig, damit ipi'=i{fp\) sei; es ist hierfür auch 
känreichend. Denn unter dieser Voraussetzung wird 

= 9,(x,} + e0,(:cO + 9«9,C:t-O + ----9'.. 
»« daas tf>^ wirklich bei der Substitution von 9(a:,) statt x^ ungeändert 
?»leibt. Da mit q^j, rp^, ... ip, dasselbe stattfindet, so erhalten wir die 
äeihe von Bedingungen 

Ä,) 0,0{«,) = 9"'0,(^-,}, %9{x^)^9"'%{x,), 9afl(^,) = 0"-0s(:»:,) ... 
tud wissen, dass die Erfüllung von A,) und Ä,,) notwendig und hin- 
reichend dafür ist, dasa die Gleichungen B,) auftreten. 

Damit ist die Frage aber noch nicht abgeschlossen, denn die 
Gleichung 6) soll, um die Reduktion bia zu Ende zuzulassen, dieselben 
Spezialitäten besitzen wie 1). Wir müssen also A^) in eine neue For- 
derungsreihe für 6) übertragen: 

B,) ^,r(<p,)-=^''"^i(9'i), t^ri'p,)''T(<^r.,{<p,), ...; 

Bomit werden den Wurzeln a:,, a/,, ... von 1) neue Bedingungen auf- 
R'legt werden müssen. Es ist 

9>.-'(9'i)-«, + 6W + ---«,W + 9fl, («.) + •■■, 
Verwandelt man also in dem Ausdrucke ^^J 

9,-3!, + 9(f,) + S'(^,) + ... ^^1 
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a:, in ^^(x,), ao geht 9), in t(9i^), und verwandelt man z^ in fl,(jj, « 
geht 9>i in t, (9),) über. Fahrt man dies iu den beiden obigeo Glei- 
chungen durch, so entsteht 

z."- (9,) - e/. (!■,) + 9 e/. (3: j + ft'e/' (x,) + . . . , 
ic, tj (,p,) = e/, e^ (.-, ^) + e e/. öj (a:,) + ö^fl/' ö* (*i) + ■ . . 

Infolge von B^) muBs also sein 

Wir werden die Gleichheit der einzelnen Glieder links und rethta 
nachweisen. Unter S verstehen wir eine beliebige symmetrische Fuiik- 
tioü von m Grössen und setzen; 

Daun gehören i/j, und qs, zu derselben Gruppe; ebenso il>^ und f, i" 
einer und derselben und auch «(ig und %. Da aber ip^^ <p^ rational U 
fljj sind und umgekehrt, wie sich aus dem ersten Teile dieses Para- 
graphen fiir die Grössen ^, und x\ ergab (S. 199), so werden iTn 9b 
9j, zu derselben Gruppe gehören; folglich ist dies auch bei V'n *'<i *i 
der Fall, und wir erhalten die Gleichungen, in denen das Argument 
Xi unterdrückt ist, 

"Pi^XiVi), '^ä = V'i(e,>-z(9'i.)-=Z?'i(6i)> ta-xiVa)- 
Verwandelt man in der Gleichung 

"^3 = ^\ (*i) = Z (<Ps) -X^i (q'i) 
ar, in .t^ und damit quj in 9'j = t(?'i), fi in ^j = aj(^,), so entsteht 

'^,^(.ti)-X[ri-'iVj)l 
Ebenso erhält man durch geeignete Substitutionen 

so dass aus der Gleichheit der rechten Seiten dieser beiden letiteo 
Gleichungen, welche gemäss B^) bestehen soll, der Schluss zu zieh« 
ist, dass , , . ^ , . 

sein wird. Geht man auf die Bedeutung der m zurück, so folgt, daa 

s[e, 0i(^i),e e, e,(a;o,e* e, 6,ix,), ... r^' % b,(x^)] 


r 
I 
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das Element jCj in 
und die Produkte 
werden dasselbe Element x^ in 

e^'öiC^J. ö''öä(^i). ■■■; ^%'"^M), ö^-0/'93(3:O,. ..;... 

umsetzen; wegen der Bedingungen A^), Äg), ... Üben also 

SjS und s'''S|, s.^s und s"'Sg,..,; s^Sj und s^'S/'S^, s^Si und ^''-s'^'S, 
auf J-'i denselben Einfiuss aus. Bei den Gruppen ß, mit denen wir« 
hier zu thun haben, bestimmt die Umsetzung eines Elementes beröti 
die gesamte Substitution (§ 90); daher ist 

-4j) SjS =s"'s,, SjS — s^Sa, ... 


Umgekehii kann man aus der Transitivität schliessen, dass die Gh 
chung irreduktibel sei; aus dem Umstände, dass ihx Grad ihrer Ort 
nung gleich ist, folgt die Eigenschaft der rationalen Darstellbarkd 
aller Wunteln durch eine einzige; aus den Beziehungen ^j), ^j), 
lassen sich die Beziehungen A^), Ä^) ableiten. 

Als Beispiele für solche Gruppen mögen folgende beiden diena 

I) S = («o'^i^a^) (^i^^B^^i)) «1 = (.^ü^i) (^i^t) (^^e) C ^»^e); 
zwischen diesen Substitutionen herrscht die Beziehung 

11) Es sei ^j eine Primzahl, a gehöre zum Exponenten r (mod.p); 
dann geben 

Sa = (a^l,0, ■^2,0, - ■ . Xr,o) (^1, 1 , ^2, B, . . . iKr,fl^-l) . . . 


uilicb 




■ ■■{n 

p-i, 3;s.o,-i)fl,...a:,,,p_ 

..'-^) 

eine 

Gmppe 

von der ver 

angten Beschaffenheit. 

Es wird 



s,s, die 

Wurzel 3:,,,,, in a;„, + :, 

,4-L, 



«i"'», „ 

^.",n „ s:..+i, 

"+«", 

um« 

sndehi. 

Bestimmt n 

an demnach «^ durch d 

ie Kongr 


«., = 1 (mod.j>), 
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§ 1 79. Wir stellen jetzt folgende Definition auf:* 

Deftnition. Sind alle Wurzeln einer Gleichung rationale 

'«nklionen einer einzigen x^, und sind die rationalen Be- 

Eehnngen derart, dass, wenn 

x„ e,(i.), e,{jr,), ...e._,(i,) 

5e « Wurzeln bedeuten, dann die Gleichungen 

«stehen, so heiast die Gleichung eine „AbeTsche Gleichung ■ 

Es folgt nun weiter: 

Lehrsatz XI. Abel'sche Gleichuugen sind algebraisch aut- 
SSabar,** 

Wie wir sehen, bilden die Abel'achen Gleieliunge», abgesehen 
■«n der im vorigen Lehrsätze X) vorausgesetzten Irreduktibil'tät, 
»inen Spezialfall der dort behandelten Gleichungen. Sobald daher 
■.achgewiesen ist, dass jeder irreduktible Faktor einer Abel'- 
[«hen Gleichung, gleich Null gesetzt, wiederum eine Abel'- 
mhe Gleichung liefert, haben wir die Richtigkeit des neuen Lebr- 
Mtzes dargethan. Es seien 

/;w, /■.(■<-■) 

t-wei irreduktible Faktoren des Polynoms der vorgelegten A.berschen 
Bleichung; der erste möge, gleich Null gesetzt, 

■) x„ e,(x,), 9,(1,), ...9,-.W 

•J« Wurzeln besitzen, während »(i,) eine Wurzel des »«eiten 3«- 
Duin liefert der erste von beiden Faktoren, gleich l<»" gesetzt, s.ciel, 
sine irreduktible Abel'sche Gleichung. Nun haben 

f,(zj-0, /-.[»Ci)]— o 

aiee Wurzel gemeinsam, nämlich j-,; folglich hat f,(x) »°* ''" ^""■="' 

«0 »{»,), »[6.(1,)], »[e_(i,)J, ...«■[«,_. Wl' ■ 

m diese gehen, wenn m«. die Gleichongen aer Voraussetzung OM 
Kendet, in ^^| 

«•) »M, e,[»(^,)j, 9,[9(«,)j, .■■9'-.[*(';» ^ . 

er. Alle diese Wui-s,i„ ■ 1 j i »»tiouale Fuottionon der einen 

k). ^-^'«'^Ht:,::\tZC::X a- Gleichungen der yo.^ 

' a Jordan: Traifc^ 


I 


aJ 
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Es ist nur noch zu zeigen, das» die Elemente der Reihe R') auch 
Wurzein von /", {a;) = erscliÖpfeD. Jedenfalls bleibt eine symmetridii ti 
Funktion der Elemente vou U") oder R') für alle Substitutionen 
geändert, welche die symmetrischen Funktionen der Elemeute vüüB) j 
nicht ändern. Die ersteren Funktionen sind also durch eine der lett 
tereu rational darstellbar. Mit den KoelBcienteu von fi{x) sind dem 
nach auch die von 

10) |x~»fe)| |x-e,[9(ä;,)J| ... |i-e,_,[9(«,)]l-' 
bekannt. Da fi(x) irreduktibel ist, ao liefert 10) wirklich alle WatMll 
von /j {x) = 0; diese sind also sämtlich in R'} enthalten. Ob lOj irredui- 
tibel ist, kami wegen der Unbestimmtheit von & nicht behauptet werdffl, 

Es zerfiillt also die Abel'ache Gleichung in irreduktible AM 
sehe Gleichungen,. deren Grade sämtlich gleich demjenigen oder Teiler 
desjenigen Grades sind, der zur Gleichung /^(^O^O gehört. 

% 180. Aus der Definition Äbel'scher Gleichungen und den Be 
aultaten von § 178 folgt, dasa die Substitutionen s, s^, s^, .. 
irreduktiblen Abel'schen Gleichung eine transitive Gruppe vou 
einander vertausch baren Substitutionen bilden, und dass um; 
durch eine transitive Gruppe mit vertausehbaren Substitutionen ei» ' 
irreduktible Abel'ache GleiMiung charakterisiert wird. 

Ersichtlich ist ferner, dasa, wenn G die Gruppe einer irreduktibia 
Abel'schen Gleichung ist, und wenn f" derart isomorph zu G i» 
genommen wird, dass jeder Substitution von G nur eine SubstitutiW 
von r entspricht, daas dann auch F die Gruppe einer Aberscha 
Gleichung werden wird. Denn entsprechen die Substitutionen ^a, ff 
von G den Substitutionen öa, o^^ von F, so werden 

Sasf und ffaff^, S/iSa und 6p<fc, 
einander entsprechen. Da ferner SaSp = SiiSa ist, und da zu jedem 
ein e gehört, so wird „ „ „ , 

Folglich ist r die Gruppe einer Abel'schen Gleichung. 

$ 18i. Das System sämtlicher Wurzeln einer Abel'schen Gl«' 
chuag erfüllt die Voraussetzungen, welche in den Untersuchungen »os 
§§ 131-133 gemacht wurden. 

Man kann sie daher in folgendes System bringen: 

Qi'-d/'d^'"...Bt*^(x^) {hi'=0, l,2,..n,--l), 

w,re2«3...«i — H, 

worin jede Wurzel ein, aber auch nur ein Mal dargestellt wird. Üi* 

Zahlen »,, ii^,...»i- sind so beschaffen, dass eine jede derselben durch 


r 
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in welcher at^ eine primitive n^*^ Eiuheitswurzel bedeuten boII, dua 
bleibt die Funktion j;i,» für die Gruppe üj ungeiindert, und ist aln 
rational durch ifi, darstellbar. Denn für die Substitution der Gmppi 

bleibt lifj.s «ngeändert und di« Potenzen von s^ rufen nur die Watt 

Ö,!//,,«, e/if,.s, ... 
hervor. Man kommt daher durch die Anwendung des Lehrsatzes IT) 
von i^'i auf ^i,( durch die Auflösung einer „einfachBten" Abei'scioi 
Oleichiing des Grades M(, 

Allgemein können wir, wenn 


und, unter Einfuhrung der primitiven ) 

21,3.....= 

gesetzt wird, die Berechnung von ^i.s,,.,, 
gebildeten Funktion ^-, 


' Einheits Wurzel 


auf diejenige eiucr ähflliii 


I 
I 


mit Hilfe einer solchen „einfachsten" Abel'schen Gleichimg KurEcii- 
führen, wie sie im Lehrsatz IV) definiert werden. 

Mau erkennt daher durch die Fortsetzimg dieses Verfahrens: 

Iiehrsatz XI. Ordnen sich die n Wurzeln einer Abel'aclieii 
Gleichung in das System 

e/'e/'---öt*'(a^i) (Ai = 0, 1, 2, ... »,_,) 

SO kann man die Lösung derselben durch diejenige von t 
„einfachsten" Abel'schen Gleichungen von den Graden 

bewirken.* 

§ 181. Die Behandlung irreduktibler Abel'scher Gleichungen kann 
noch nach einer anderen Methode durchgeführt werden, zu deren Am- 
einandersetzung wir jetzt übergehen: 


Lehrsate XU. Die Lösung eii 

Gleichung vom Grade « = jii"'jjj''' . 


sr irreduktiblen Abel'sclieS 
,, wo }\, jij, ... die veraehie- 


uiberlieft 1877, p. eifi—esl. 
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S;.enen Primzahlteiler von « bedeuten, kann auf die von irre- 
a'BktibleD Abel'schen Gleichungen der Grade p^"; p^"', ... re- 
inziert werden. 

Den Beweis* knüpfen wir an die Betrachtungen der Gruppen- 
»Jgenschaften ; der Einfachheit halber nehmen wir n = }\''>p^"'' an. 

Da auch die Ordnung der Gruppe r = n ist, so ist die Ordnung 
^ler ihrer Substitutionen ein Teiler von n, also von der Form Pi'''Pi'^-. 
3Üe jede Substitution kann demnach aus einer Kombination ihrer 
(^s,ifn PoteQj (welche die Ordnung p^''^ hat) und ihrer p^"^^" Potenz 
^"^»elche die Ordnung p^'^ hat) zusammengesetzt werden. Folglich er- 
EkJilt man alle Substitutionen der Gruppe G, wenn man alte diejenigen 

t',, t'a, ('s ... (;.,, 

Acren Ordnung eine Potenz von p, ist, mit allen denjenigen 

f'u't'l, t'i, ... tx 

kombiniert, deren Ordnung eine Potenz von p^ ist. Alle Substitutionen 
t^on G haben somit, da alle f unter einander vertauschbar sind, die 

^°"° s-(t'.fA...)(,t'int'i.:). 

CMe Ordnung des Produkts in der ersten Klammer ist eine Potenz 
Von 'p,. Denn es wird 

U"'"' (;X' . . . = ((U,/ ■ O"'"' = 1 
IWflrden, so dass die Ordnung der Klammergrösse ein Teiler vou p^"' 
%aL Zwei Substitutionen 

(f. ty.) {t'l ('.'...) und {t'^ t't...) {t"a l-'J. . .) 
sind von einander verschieden, wenn nicht die beiden Klammem ent- 

Kebend gleich sind. Denn aus der angenommenen Gleichheit folgt 
da die Ordnung der linken Seite ein Teiler von p^"', die der 
*^hten Seite ein Teiler von p^"^ ist, bo muss dieser Teiler gleich 1 
Sein; daraus folgt das Behauptete. 

^_^ Die Anzahl der Substitutionen s ist gleich n^Pi'''p2'^. Da nun 
^Hpabstitutionen t' eine Gruppe bilden und da jede Substitution der 
^^^e als Ordnung Pi"' hat, so wird die Ordnung der Gruppe selbst 
i setzen sein (§ 43). Ebenso wird die Ordnung der aus den 


bildeten Gruppe gleich p^"^. Dann folgt aus 
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"=J'i*'?'i''=!'i'"'?V"', 
, ist. 


Grades p,'' »\ i 
aan will, dureb : 


dass iHj = tt, , «ij = 

Es aei nun (p eine zur Gruppe der t" gehörige 
hat sie p,"' Werte und hüjigt von einer Gleichung des Grades p,'' »\ 
deren Gruppe durch die (' gebildet wird oder, wenn man will, dureb 
eine aus den Werten von 150 als Elementen gebildeten Gruppe, wekhl 
der Gruppe der t' isomorph ist (vergl. §§ 156 nnd 180), Dieaa Gl» 
chung ist denanach eine Abel'sehe. 

Ebenso bangt die zur Gruppe der t' gehörige Funktion t ™ 
einer Abel'scben Gleichung des Grades j)^"> ab. 

Denkt man- sieb tp und ip berechnet, so wird 

zur Gruppe 1 geboren. Durch x sind also alle rationalen Wuml- 
funktionen rational darstellbar; speziell sind es die Wurzeln selbst 
Damit ist der Satz bewiesen. 

% 182. IiehTBatz zm. Die Auflösuug einer irreduktibelu 
Abel'achen Gleichung vora Grade p" kann auf die LÖsuiit 
einer Reihe Aberscher Gleichungen zurückgeführt wetdea, 
deren Gruppen nur Substitntionen der Ordnung p und Jfi 
Ordnung 1 epthalti 

Es sei G die Gruppe einer solchen Gleichung. Die ÜrdiinDg 
einer jeden Substitution von G ist eine Potenz von p. Es mögeji' 
die Ordnung derjenigen Substitutionen sein, deren Ordnung ein Maii- 
mum ist. Dann bilden diejenigen Substitutioneu von G, deren Ord- 
nung nur bis p^~'- aufsteigt, eine Gruppe H. Denn, wenn /j, fg zwe 
von diesen Substitutionen sind, so wird wegen der Vertauacbbarkeit 

werden, so dass t^t^ dieselbe Eigenschaft besitzt, wie i^ und ^ eiMelfc 
Es rabge jetzt tp eine /.u JI gehörige Punktion' sein; wenn p"dit 
Ordnung von H ist^ wird ip eine jj''~"-wertige Funktion sein hbJ 
denmacb voq einer Gleichung des Grades ^i""" abhängen. Wendet 
mau auf ip eine Substitution i von Cr an, die nicht auch in H ent- 
halten ist, so wird tp hierfür nur p Werte annehmen, weil i'' in H 
vorkommt. Die Substitutionen unter den Werten von 9), welche durch 
G entstehen und welche eine zu G einstufig isomorphe Gruppe bilden 
(§ 156), haben deshalb sämtlich die Ordnung ji. Man kann, wie 
vorigen Paragraphen, aus dem Isomorphismus den Schluss ziehen, c 
die Gleichung, zu der <p gehört, eine Abel'sehe Gleichung ist, denn 
ihre Gruppe ist die soehen koustruierte, die zwischen 
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Kennt man 9, so reduziert sich die Gruppe G der gegebenen 
bel'achen ftleichmig auf i/. Wir bezeichnen mit ff, die Gruppe der- 
n Substitutionen von H, deren Ordnung den Grad j^^^ nictt 
Derscb reitet, mit q?, eine zugehörige Funktion, und erkennen dann 
Üder, dasB 9>, aus qi durch eine Abel'sche Gleichung vom Grade 
""■' gefunden werden kann, deren Gruppe nur Subatiinttonen von 
ir Ordnung ]i enthält u. s. f. 

§ 183. Lehrsatz XIV. Die Auflösung einer irreduktiblen 
bel'achen Gleichung vom Grade p", deren Gruppe nur Sub- 
tiitutionen der Ordnung p und der Ordnung 1 enthält, läsat 
ieh anf diejenige von o irreduktiblen Abel'sehen Glei- 

ngen des Grades ^) zurflckfilhren. 

Obgleich dieser Satz, als Spezialfall des in § 180 abgeleiteten, 
Aon bewiesen ist, wollen wir ihn dennoch mit Hilfe der zuletzt be- 
Otiten Methode nochmals verifizieren. 

Sei Si eine Substitution der Gruppe G der vorgelegten Abet'schen 
jeichung; dann ist die Ordnung von a'j^ gieich jj; ferner sei s^ eine 
ieht unter s, , s,*, ... s,"""', 1 enthaltene neue Substitution von G, 
htm ist s^ . s^ = Sg . s,; demnach enthält die aus Sj und Sj gebildete 
fruppe ffs^fs,, Sjj höchstens jj* Substitutionen. Sie enthält auch 
wirklich so viele, falls aus Si°Sg'>=Si''Sji* die Gleichheiten a = a, b-^ß 
teh Blieben. Wäre s,''Sj* = s,''5j'*, so wäre auch «,(*"* = 3^""''. Für 
tdes von verschiedene ß — b kann man eine Zahl m so bestimmen, 

^ m(ß-b)^l (mod.p.) 

nri. Man erhält daher 

lies ist unmöglich. Also musete ß^b und a = a sein, 

Ist u>2, so sei s^ eine nicht unter den p^ Substitutionen der 
'onn Sj"s/ enthaltene neue SubstStution. Da s,Kj = SgS[, SjSg-'SgSg, 
D enthält IIg^{s^, Sg, 5,1 höchstens n* Substitutionen. Sie enthält 
Qch wirklich so viele, falls aus s,"Sj'Sj''=Si''s/s/ die Gleichheiten 
= «, b'=ß, (? = ;' sich ergehen. Es würde aus jener Gleichung folgen 
f~''^Si''~''s^''~-''' U.S.W, ganz wie oben. 

Geht man in dieser Art weiter fort, so erkennt man, dasa alle 
' Substitutionen in die Porm 

^'V-'-'S«'- {A;^0, 1, ...p-i) 
ibracht werden können, wobei eine jede ein und auch nur ein Mal 
.ftritt (vergl. § 180). Wühlt man nun zu Resolventen 
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■i(«i,»i. 


...I.) 


B'.-,-l 


-., S.1, 


«18t. 


9^ (a;,, aTj, .. . a:,) zu 7/', = [Sj, Sj, ... Sa| 
gehörig, so hängt jede derselben von einer Abel'schen Gleichung 
Grades p ab. Die Wurzeln der gegebenen Gleichung des Grad« 
sind durch <p,, (p^, ... qi^ rational darstellbar, da zu 

die Gruppe 1 gehört (vei^L § 174). 

Die p" Wurzeln einer derartigen Gleichung könneo ( 

bezeichnet werden. Es aei iC;, ,;i....:„ die Wurzel, welche 
auf x,,, !,,...:„ folgen läast. Dann wird 

(wegen der linken Seite) auf a^;, ,.,,...;„ diejenige Wurzel folgen ht 
durch welche s,"'. ...«„-" dip Wurzel a;.-,,, -,,,., ^-^ ersetzt; wegen der red 
Seite ist dies x:, + ;,,;,+i,....ia+;a; folglich ersetzt die belie bige i 
stitution ViV-'-'V" das beliebige Element 

a:;,.^„...L„ Jurch 3;:^ + s..L,+i,.^+^a, 
d. h. man erhält in der analytischen Darstelluugs weise der Subal 
tionen 
s/'S2*'---So'''' = !^n ^äi ■■■ ■^o Zi + Jc^, g^-i-Jc^, ... ea + K< (inod. 
Die Gruppe einer Abel'schen Gleichung vom Grade 
deren Substitutionen sämtlich die Ordnung p besitzen, w 
durch die arithmetischen Substitutionen des (jrades 
(mod.p) gebildet. 

^ 186. Wir wollen endlich den Übergang von den Untersuchui 
dieses Kapitels zu den spezielleren Fragen des vorhergehenden mac 

Wir verstehen unter «- eine beliebige ganze Zahl und unti 
deu Quotienten — i dann genügen bekanntlich die )( Grössen 
cosa, cos2a, cosSa, ... cosna 

einer Gleichung, deren Koefficienten rationale Zahlen sind. E 

Gleichung lautet: 


änneo A 

1 

Igen ht 
der red 

1 


Setzen wir x- 




1.2 


= 0. 


ird für ein beliebiges ganzes ni 
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2nta 


•3.. + 1 


Q(x) ^cosma, 


so dasa der Gleichung C,) auch durch die Wurzeln 

genügt wird. Da für jeden Wert von a die Beziehung herrscht 

cosma^d{cosa), 
so folgt hieraus der Reihe nach 

Q^ {cos a) -^ cosm' a, Q^{cos a)-^ coa m'a, .. . 
ff' (cosa)=coswa, ... 
und die Wurzeln T, d(x), B'{x),... treten unter der Form auf 

cosa, cosma, cgsjm*», cosm^a, ... cosnf'a, ... 
Verstehen wir nun unter g irgend eine primitive Wurzel mod. (Sc+l- 
so werden die v Glieder der Reihe 

Rj) cosa, cosga, cosg^a, ... cosg'^^.a 

von einander verschieden seiu. Denn aus der Gleichung 

cos g" a •= cos gf a, K>ß, 
in welcher a und ß kleiner als v sind, würde folgen 
^''a = ±3'a-f 2/c3r 
2» 


und 1 


,d 


g'Tgf-g^ig -''+l) = J(2i. + i).' 

Dividieren wir diese Gleichung durch g^ und multiplizieren mit (/""'i 
so finden wir hieraus die Kongruenz 

giia-(i)^l mod. (2v+l). 
Weil jedoch 2(a — (3)<2v ist, so ist dieae Kongruenz unmöglich, 
foigedessen muss cos^a von cosg^'a vei-schieden sein. 

Femer isf cosg'a^cosa; 

denn man hat ff'' — 1 = (p' — 1)(5'' + 1) gleich einem Vielfachen 
2 V + 1 ; also ist einer der beiden Paktoren durch die Primaalil 2 v 
teilhat und für eins der beiden Vorzeichen gilt die Gleichung 

ff' = + l + fc(2ji + l), 
und somit ergiebt sich auch die Beziehung 

cosg'a^cosi^ l +k.(2v+l)]a = cos(±a + 23t}c) = cosa. 
Hieraus erkennt man, dass die v Wurzeln der Gleichung 
die Reihe R,) oder durch 


g^y 


■ 91fi 
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noch <«(»— 1), 80 giebt es eine neue Umsetzung von x^, x^, d 
keiner der beiden Zeilen vorkommt. Wir bilden eine beliebige Sab- 
L«titutiou !g, welche diese Umsetzung liefert, und konstruieren 

als dritte Zeile unaerer Tabelle u. s. w., bis alle n(n — l) Möglichkeiten 

erschöpft sind. Daraus sieht man; 

LehrsatB I. Die Ordnung der Gruppe einer irreduktiblen 

Gleichung «"""Grades, bei der alle Wurzeln durch zwei unter 

ihnen rational darstellbar sind, ist ein Teiler von m(m~1). 
. Ifi 188. Wir fügen zu den bisherigen Annahmen über unsere Glei- 

■ chung 

p 1) fW-o 

noch die hinzu, dass ihr Grad gleich einer Primzahl sein soll. 

Deanition. Eine irreduktible Gleichung eines Primzahl- 
grades, deren Wurzeln sämtlich durch zwei unter ihnen ratio- 
nal ausdrückbar sind, heisst eine Galois'ache Gleichung* 

Es sei p der Grad von f(x)] dann wird die Ordnung der Gruppe 
ein Teiler von p(i> — 1) sein. Da f(x)-^0 irreduktibel ist, so ist 6[, 
die Gruppe von 1), transitiv; deshalb ist ihre Ordnung durch p teilbar, 
und (t enthält (§ 48) eine Substitotion der Ordnung p. Es sei dies s. 
Käme ausser den Potenzen von s in G noch eine Substitution ( der 
Ordnung p vor, so pürden alle s^i** von einander verachiedeu sein. 
Denn aus ^tl'^s't'- 

würde folgen _a-i-o tb—H 

nnd wenn man, was stets möglich ist, r durch die Kongruenz 

»r(6-(3) = l (mod.i)) (ß-\-b) 
bestimmt, so folgt aus der vorigen Gleichung durch Erhebung in die 
»■*• Potenz t^sf"—"'": 

Es wäre also, was ausgeschlossen werden muss, ( eine Potenz von s. 
Demnach bildeten die s^tP bereite p* von einander verschiedene Sub- 
stitutionen, während die Ordnung von G nuf ein Teiler von p^p — i) 
sein sollte. Es können also in G ausser den Potenzen von s keine 
Substitutionen der Ordnung p vtirkommen. 

Wir untersuchen, ob G noch andere Substitutionen enthält, welche 
alle Elemente umsetzen. Transformiert man eine Substitution p"' 

' Ev. Galoia: OeuTrea mathematiquBB, herausgegeben von LiouTÜie im 
11, Bande des Journal de mathömatiquee pures et appliqu^es, 18*8; p, 381— 4W. 
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Ordnung a durch irgend eine Subatitutioii e von tr, so wird s sich 
eine seiner Potenzen umwandeln müssen; es wird also 


Angenommen, es führt o das Element a;, in ^a über, dann wird 
das Element x^ in a^o+Jj ^a in ^a+si^ •■• ^,< ii ^a-\-ffl~i}?. überführen. 
Dabei bleibt aber in das Element Xy, für welches 

y-« + (y-i)'L (mod.p), 

I ^^r^ (mod.p) 

wird, ungeändert. Es könnte also höchstens tiir A = l ein a existieren, 

welches alle Elemente umsetzt. Hierfür wäre dann x^ in Xc 
ajtt+i, ^"3 in Xg+1, ... übergeführt. Daher erhielte man 

<r^{ZiX„Xia-iX3a-3. . . a:„„_(„_i, , . .) ... 

Der erste Cyklus schliesst sich nach a;„o — m— d, wenn 
(w 4- 1) K - M - « («*- 1) + a — 1 (mod. p), 
n^ — 1 - p — 1 (mod. p) 
ist. e würde somit eine cyfelische Sabatitution der ürdnoug p werden, 
und das ist nicht möglich, wenn es nicht eine Potenz von s wird. 
Es folgt daher, dass es ausser 


1 
I 
I 


keine Substitution in G giebt, die alle Elemente umsetzt; demnach 
giebt es in G auch keine Substitution, ausser der Einheit, welche mehr 
als ein Element ungeSndert lässt (§ 63). Wir sehen also: 

IiehTHatE n. Die Gruppe einer Galois'schen Gleichung 

enthält ausser der Substitution 1 nur noch p— 1 Substitu 
tionen der Ordnung p und Substitutionen, welche j)—l Ele 
mente umsetzen. 

Diese Gruppe haben wir in deu §§ 125flgg. studiert. Die dorjij 
erlangten Resultate können wir uns hier zu Nutze machen, 

^ 189. Es sei eine Substitution p^' Oriinung in G 

wir bilden die Resolvente 

9^1 = (^1 + t^J'^a 4- «^"arg + . . . + 0'''-"''^;^)'', 
in welcher a eine primitive p*' Einheitswurzel bedeutet; 
s und seine Potenzen, also für eine Gruppe der Ordnung j> 
Ist die Ordnung der Gruppe der voi^legten Galois'schen Gleichi 


"^^1 
'1^ 



I 


1 

idi za k 

i 
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p ~ — ~ , so hat i)ii gerade - — - Werte (§ 43), welche sämtlicli za k 
selben Gruppe gehören (§ 1S6), so dass 

wird. Da femer die Substitutionen, die zwischen q>,, q>^, ... beswl« 
mit einander vertauscbbar sind (§ 128), so ist auch 

X-l.-<(<Pi) = X!<u(9i)- 
p — ] ^'"' 
Die Gleichung ■ '■ Grades, von welcher tp^ abhängt, ist denmi 

eine Abel'sche. Ist diese g«löst, so hängen x^, x^, ... Xp von et 

/.weiten Abel'schen Gleichung des Grades ji ab, deren Koefficier 

rational iu tp^ sind und deren Gruppe aus den Potenzen von s best 

IiehrsatB XU. Die Auflösung einer Galois's eben Gleiche 

ö— 1 
deren Gruppedie Ordnung j) besitzt, kann auf diejei 

zweier Abel'schen Gleichunseu der Grade » und re 

-1 
ziert werden. Ist ~ — — eine zusammengesetzte Zahl, so fc 

die letztere Gleichung io andere Abel'sche Gleichungen 
derer Grade zerfällt werden. 

§ 190. Als einfachstes Beispiel einer Galois'schen Gleicl 
bietet sich die binomische Gleichung des Primznhlgrades p 

dar, falls die reelle p'° Wurzel des absoluten Wertes der reellen Gr 
Ä nicht demjenigen Bereiche angehört, dessen Grössen wir als n 
nal ansehen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind, falls -t, eine derselben 
deutet, ^^^ ^^^^ ra'ie,, ... wf-ia;, (mp-I). 

Dann ist der Quotient zweier Wurzeln gleich einer Potenz der 
mitiven p^" Einheitswurzel a. Eine passend gewählte Potenz 
ses Quotienten ist gleich u selbst. Es ist also, wenn /.wei Wni 
Xjiy Xy gegeben sind, jede dritte durch 

d, h. rational durch Xp und Xj darstellbar. 

Sobald sich demnach die Irreduktibilität der Gleichung J 
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nachweisen lässt, ist dargelegt, dass sie zum Geachlechte der Galoia'- ^^^ 
Sehen Gleichungen gehört. r ^^^| 

Wäre das Gleichungspolynoni zerlegbar ^^^H 

xP-Ä^^,{x).<p,{z)..., ^^ 

■ Bo Tiönnten, da p eine Primzahl ist, die sämtlichen einzelnen Faktoren 
^lur dann von gleichem Grade aein, wenn dieser Grad gleich 1 wird; 
4ann waren aber alle Wurzeln rational. Diese Möglichkeit ist also 
*« verwerfen. 

Es sei daher <Pi{x) von höherem Grade als f^fx). Die War- ^^ 
Äeb von ^^^^.j g^ig^ a/i, 3^, :ci, ...,<, ^H 

Dann wird der letzte Koeffieient in jedem der Polynome (pi, f^ re- 
flpektire ± sf> xWa ■ ■ . - + tu". x,'- , 

. II II II "l > Wo 

im Kationalitütsge biete rational sein, also auch ihr Quotient 

ira'a;!'", m>0. 
Da p eine Primzahl ist, so ist es möglich, eine ganze Zahl ft so zu 
bestimmen, dass die Kongruenz 

7(i^r= 1 (mod.ß) 
oder die Gleichung 

m(i = vp-\- 1 

befriedigt wird. Daher wird 

rational und also x' selbst. Aus der Zerlegbarlteit unserer Gleichung 
würde somit die Rationalität einer Warzel folgen. Diese ist aber sicher 
nicht vorbanden. 

Die Gruppe der Gleichung ist TOn der Ordnung ^(p — 1). Denn 

läast mau eine Wurzel x^ ungeändert, so kann eine andere ar, w in 

jede der übrigen x^o, XjO^, x^ia^, ... XjCo>'~*, also in p^i Wurzeln 

^m übergeführt werden. Hier ist somit die Zahl <s des vorigen Paragraphen m 

^■ttleich 1 zu setzen. ^^H 

^r Lehraata IV. Die binomische Gleichung ^^M 

W xP-A'-O, ^^ 

P bei welcher A nicht die vollkommene Potenz einer dem Ra^^^l 

tionalitätsbereiche angehörigen Grösse ist, gehört zu den 

Galois'schen Gleichungen. Ihre Gruppe hat die Ordnung 


zu 


r 
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^ 191. Anmerkung. Es fehlen uns füre erste noch die Mittal, 
um den dritten Lehrsatz umzukehren. Es kann daher erst im näcli- 
sten Kapitel mit algebraischen Hilfsmitteln und wird dann später noch 
einmal bei der gruppen- theoretischen Behandlung auflösbarer Gleichun- 
gen gezeigt werden, dass jede äleichuiig eines Primzahlgrades, welche 
irreduktibel und auflösbar ist, eine tialois'sche oder eine Äbel'acbe 
Gleichung sein muas. Hevor wir aber zu solchen allgemeinen Be- 
trachtungen übergehen, wollen wir noch einen Spezialfall betrachten, 
bei dem rationale Beziehungen zwischen drei und drei Wurzeln einer 
Gleichung bestehen. 

§ 192. Wir sagen von einer Gleichung, sie besitze Tripel- 
charakter, oder wir nennen sie auch kurz eine Tripelgleithung* 
wenn ihre Wurzeln zu Tripeln :ia, 3:,^, Xy derart angeordnet werden 
können, dass zwei Elemente eines Tripels durch eine rationale Bezie- 
hung eindeutig das dritte Element bestimmen, also a:„ und a;^ das 
Element Xy^ ebenso Za und Xy das Element x^; und endlich a:^ und a^ 
das Element Xa- 

Die Gleichungen dritten Grades sind Tripelgleichungen, da 
ist, ■ x, + x^ + x,^c, 

Von Gleichungen höherer Grade könneu femer Gleichungen sieben- 
ten Grades Tripelcharakter besitzen. Hier ist z B. folgende Anordnung 
der sieben Wurzeln a;,, aj^, ... x., möglich: 

^11 *S1 ^S) ^H ^D'^fij ^U ^'ei ^■i'l ^%> "^41^81 *il*ßj ^71 ^l*4f ^' 

lat « der Grad der Gleichung, so kann man > — '- Eombinationrat 
a'a, Xf von je zwei Wurzeln bilden. Zu jeder von diesen gehört eine 
dritte Wurzel Xy, also ein Tripel- Jedes dieser Tripel kommt drei- 
mal vor, jenachdem mau als anfängliche Kombination zweier Wur- 
zeln a;„, Xf,\ x^j Xy-, Xfi, Xy nimmt. 
Da dieser Bruch eine ganze Zahl bedeuten muss, so wird nnr fir 
« = 6*n + 1 , 11= 6to + 3 ein Tripelcharakter existieren können, n = 6w 
ist auszuschliessen, da n ungerade sein muss, wie man erkennt, wenn 
man x^ mit allen übrigen Elementen kombiniert, die sich demnaüli 
zu je zwei und zwei anordnen. 

Es bleibe dahingestellt, ob es für jedes »=6)» + l, n^Öwi-t-S 
Tripelsysteme giebfc. 



: Math. Ann. SV, p. 89. 
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^^^L Da man leicht eiji Verfahren aufstellen kann, aus einem Tripel- 
^^^Bteme von 11 Elementen ein solches von 3 n -j~ ^ Elementen abzulei- 
^^^pi, nnd ans zwei Tripel Systemen der Grade n^, n^ ein solches Yom 
fHSra^B «1-»^, so folgt aus der Existenz des Systems für n^3 z. B. die 
-*lr « = 7,15, 31,...; 9, 19, 39,...; 21,43,...; hierdurch sind aber nicht 
nlle Systeme erschöpft; so existieren Systeme für w^l3 u. s, f. 

^ 193. Wir wollen ein Verfahren auseinandersötzen, aus zwei 
Tripel Systemen der Orade »,, n^ ein drittes vom Grade », .w^ zu bil- 
den. Oie Indices des ersten Systemes mögen durch «, h, c, ..., die 
des zweiten durch «, (3, y, ... beKeichnet werden. 

Die Tripel deuten wir durch die Angabe der entsprechenden Ele- 
menteu-Indices an. So mag das erste System die Tripel besitzen 

fei'nev seien die des zweiten charakterisiert durch ^( 

Tj) a,ß.Y; «,<»>; «,£,»;;■■■ 

Die Elemente des kombinierten Systems seien x„ai ""nfl, ■'"lai ■■■ 

Wir bilden folgendermassen ein Tripelsystem für dieselben. Zuerst 

• schieben wir hinter jedes Element von Tj) das Element «; dadurch 

entstehen ---k — ■ Tripel der Elemente mit doppelten Indices. 
L Femer schieben wir /3, dann y, darauf tf, . . . und so jeden der )7j 

m, Indices des zweiten Systems hinter jeden Index jedes Tripels Tj). Da- 


durch entstehen jedesmal 


"j (^zlD 


- und im ganzen 


«1 («1 - 1) 


Tripel unter den Elementen x„„, a.;,_«, Xt 
sind von einander verschieden; es sind: 


- 3;^a, ^l-H. 


n) 


by, 


,'li; 


y, dy, 


ea; 


ha, die, p«; . 
cß; hß, (iß, !/ß; . 
ey; hy, dy, gy; . 


Ferner schieben wir jeden Index des ersten Systei 
Tg) auftretenden Index; dadurch erhalten wir 

"s ("a -}) 


r jeden i 


Tripel unter denselben 7?,.Jia Elementen, die durch je zwei Indices be- 
stimmt sind. Auch diese sind unter sich nnd von denen aus T'g) ybi 
schieden; sie sind in folgender Tabelle enthalten: 
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T"j 


cß. 


in, itf, It; btt. 


Endlieh kombinieren wir je ein Tripel von T,l mit einem Triprf 
yoQ Tj) derart, daas hinter jedes der drei Elemente eines Tripels m 
T,) je ein Element eines Tripels aus Tg) tritt- Eh kann dies, fiUi 
die beiden Tripel einmal festgelegt sind, auf sechs wesentlich von eio- 
ander verschiedene Arten geschehen, z. B. mit h, ri, e und «, J, t; so; 
ia, (7£, (jij; bu, dij, gl; tg, da, yrj; JiJ, rfiy, (7«; br], da, gl; 
J13, dt, ga. 
Man erhält demnach aus T,), T^) als Zahl solcher Kombinationen 

ß 6^ 6 "''^ 6 

Auch sie sind unter sich und von denjenigen, welche in T'3) 
vorkommen, verschieden. 

Alle diese nehmen wir in folgende Tabelle auf: 


T™,) 


Wir haben demnach jet^t zwischen den n, . n^ Elementen 

a^aa, ^afi, ^ay, ■ • ■', Xi,a, X^fi, X^y, , , ,; ... 

aufgestellt eine Anzahl von 


undrjl 


|«.K 

hß, 

cy; 

o« 

h. 

cß; 

aß, 

i«, 

'r; 

..ay 

bß, 

"\ 

1 aa 

bS. 

Cl; 

OK 

be. 

et; 

ai 

60, 

ci; . 

. ae, 

(.J, 

c<t; 

1" 

<lß, 

ey; 

00 

dr, 

eß; 

aß, 

da, 

ey; . 

..ay 

•!ß, 

«; 




+ «1% 


h^~« 


1, + 1 ^ »iHa(WiH,-^ 


i 


6 -r»,., 5 

von einander verschiedener Tripel. Folglich bilden die drei TabellBn 
Tg) eins der für «, . n^ Elemente möglichen Tripelsysteme. 

S 194. Um die zu einer Tripelgieichung gehörige Gruppe G in 
finden, braucht man nur zu bedenken, dass die Substitutionen der- 
selben den Trip eich ar akter der Gleichung nicht zerstören dürfen; dif 
Gruppe G enthält also alle und nur diejenigen Substitutionen, welche 
das Tripelsjstem in sich selbst umwandeln. Ist etwa T,) aus § Wi 
das Tripelsystem der Gleichung, und versteht man unter dem Symbol 

eine allgemeine symmetrische Funktion der drei Elemente a;, 
so wird 
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ip = {a,b,c) + ia,d,e) + (b,d,g) + ... 
ine zur Gattung der Gruppe gehörige Funktion aeiu. Die Gruppe G 
ithält alle Substitutionen, welche ip nicht ändern, ip ist daher ra- 
onal bekaTint; es ist die Gattung von cp der Gleichung mit Tripel- 
lar akter adjun giert. 

Von dieser Gruppe sind einige allgemeine Eigenschaften ecsiehtlicli: 

1) Jede Substitution der Gruppe, welche zwei beliebige Elemente 
igeändert läast, lässt auch ein drittes ungeändert; dasjenige nämlich, 
ilches mit jenen beiden zu demselben Tripel gehört. Ein solches 
lement wollen wir das jenen beiden "conjugierte nennen. 

Daher kann die Gruppe einer Tripelgleichung höchstens zweifach 
anaitiv sein; denn sobald der Ort für awei Elemente bestimmt ist, 
.rf ihr konjugiertes Element nicht willkOrlich umgeset/.t werden. 

2) Lässt eine Substitution m Elemente ungeändert, so lässt sie 
'ch a andere ungeändert, wo »h + « von der Form 6/i'+l, 6fc+3 
in muss. a kann natürlich auch =0 sein. Denn diejenigen Tripel, 
ilche zwei der ?« Elemente enthalten, enthalten auch ein drittes; 
B festen Elemente bilden somit eiu Tripelaystem. 

3) Kommen in der Gruppe Substitutionen s', s", ... vor, welche 
mau m Elemente 


Lgeändert lassen, und andere Substitutionen / 
eaen Elementen noch andere, also z. B. 

^'n ^a, -.. 3^, 3;,n+i, ... 3:„, 

lgeändert lassen, so ist et mindestens gleich m+ l- 


'eiche ausser 


Denn t' "kaiiO 


sinen der Tripel ändern, welche zu den Kombinationen zweiter KlaaB^ 


, ^i^m+j, ■■■ a:,„z„,+ 




V&9»* 


Choren. Die zu diesen Kombinationen gehörigen 

ente sind sämtlich von einander verschieden; also läs^* ' 

w 4- 1 Elemente ungeändert. 

4) Bedeuten x,„ j:„ x, die drei Elemente eines Trip^l^"» 
de Substitution, welche die Folge x^z^x, enthält, »"^ 
Igen, d.h. sie enthält den Cyklua (z„x,x,). . gVe 

Lasst eine Substitution das Element x, üngeän^le'"*^'^. T^ '^^'^'^ ^e»^' 
'f-^ folgen lässt .,, so muss sie auf:., wiederum ^^" ^^"^^^^ ^»^* 


~w\et\el 


ö) Die ju dem 


. .„ Tripel.y.tem T,) aus § WS gehörig' 

le Unteigruppe^ „eiche nur die zweiten Iiulice», ' 


aU' 


,i<" 
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welche nur die ersten Indices vertauscht. 
T's), diese den Komples T",) uugeändert. 
n (» 


Jen«! )ässt den Eompln 


6 


wertige Resolveiite kl, 


6) Da die Tripelgleichung eine 
närulieh diejenige, welche oben mit 

bezeichnet wurde, so werden alle ihre Werte durch die AufloBUiig 

einer Gleichung vom Grade — - gefunden. Die Ordnung derGnippe 

dieser Gleichung ist also 


rC^^') 


I 


Ist (j), q, r) bekannt, so folgen Xpy Xg, x, daraus durch eme (ilei- 
chung (x — Xp){j: — x^){x~Xr)^^0, welche die Suhatitutionen 

1, (XfX^Xr), (x^XrX^), (3:f,Xg), (x^Xr), (XgX^) 

zur Gruppe hat. Alle Wurzeln werden nach der Lösung dieser dnrdi ' 
quadratische Gleichungen bestimmt. Denn wenn X/, bekaunt ist, 
wird die Gleichung 

Ci-»y(;.-«;)(a:-a,;)_o 

nach Adjungierung der Wurzel Xp zerfallen. Solcher GleichungnG 
giebt es noch (n — 3):2, Die Tripelgleichung hat also eine Gruppe, 
deren Ordnung ein Teiler wird von 


r,(„-S).(»(!j=A),-). 


§ 196. Wir legen jetzt bei den Bildungen von § 193 die beiä* 

Tripelsysteme T,) und T^) von je drei Elementen, von denen aucb HW | 
die Indices angegeben werden sollen 


zu Grunde. 


(0, 1, 2) uud T,) 

Aus ihrer Kombination entstellt 


(",1.2)1 


(00, 10, 20), {»1, 11, 21), (02, 12, 22), 

(00, Ol, 02), (10, 11, 12), (20, 21, 22), 

I (00, 11, 22), (00, 12, 21), (Ol, 10, 22), 

1 (Ol, 12, 20), {02, 10, 21), (02, 11, 20). 

ir die doppelten Indices bei und kombinieren wir die» I 
neue Gruppe Tg) wiederum mit Tj), so entstebt ein Tripelsj8t«iD 1 
von 27 Elementen, welche durcb je drei Indices charakterisiert siiul 
000, 001, 002, 010, 011, 012, ... 220, 221, 222. 


T'.) 
T".) 
T'",) 

Behalten 


wBlftea Kapitel. Uleiob. , bei denen rat. Bezieh, zwischen drei Würz, bestehen. 225 

ezeichnen wir ein eolches Element durch pqr, so ist es leicht, die 

edinguug dafür autzustellen, daas 

T4) {pqr, p'q'r', p"q"r") 

a Tripel wird. Denn für p, 5; p', q'- p", q" gelten, wie man sieht, 

B Bezieh uDgeu 

p + p' + p"^q + g'-i-q"^-0 (mod. 3), 

iznit die Kombination , , , n „•. 

(pq, p'q\ p"q") 

a Tripel in dem Systeme der 9 Elemente werde. Nach § 193 ist 

Ol in T) entweder (rr'r") = {012) oder T= »■'=»■". Femer ist nach 
193 (pq, p'q', p"q") entweder ein Tripel in Tj) oderp=y = p", 

'=q'=q"; also wird auch bei TJ die notwendige und hinreichende 

sdingung für die Tripeleigenschaffc die sein, das» die Kongruenzen 

attfinden 

^) P + p'+ p"^q + q'+ q'" '=r + r' + r'" ^ (mod. 3). 

Efenbar kann man in genau derselben Weise zu 3 . 27 Elementen 
>ergehen. Wir bleiben hier stehen, weil die allgemeinen Entwicfee- 
i^en für n^'S' dieselben sind, die Schreibweise aber unübersicht- 
ih Trird. 

Die zu dem Tripelsystem T4) von 27 Elementen gehörige Gruppe 
ithält alle und nur diejenigen Substitutionen, welche die Gesamtheit 
M Tripel in sich selbst umwandelt. Dahin gehören sicher die Sub- 
itutioneu von der Form 

= 1 j), q, r ap-t-bq-^cr-\-a, a';»-f-6'g+c'r-|-ß', a"p-i-b"q-\-c"r-i-a" ,. 
ieaes Symbol sagt aus, dass die Indices p, q, r respektive durch 

ap + bq + cr + tt, n'p-i-h'q + c'r-{- a', a"p + b"q + c"r + a" 
'setzt werden sollen (vergl. § 136), Führt man nun diese Ausdrücke 
. B) ein, so werden auch die neuen Kongruenzen, als lineare Kom- 
■nationen der alten, erfüllt sein. 

Umgekehrt kann jede Substitution, die das Tripelsystem ungeän- 
ärt läsat, durch geeignete Wahl der a, b, c, a; a', b', ... in der Form 
in s erhalten werden. Denn ist i, eine der Tripelgruppe zugehörige 
ubstitution, welche das Element (000) in (cta'a"') umwandelt, und ist 

Si=|i', Q, r P + f'i 3 + ß', *■ + «"!, 
) wird ij = (,+ 'Si~^ zur Gruppe gehören und (000) ungeändert lassen. 

Wenn t^ nun (001) in (cc'c") umwandelt, wo die drei c nicht 
jntlich Null sein können, da (000) ungeändert bleibt, und man setzt 
it willkürlichen a, a', a"; b, b', h" 
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!^»'=\P, 2> '* ap + bq + er, a'p + b'i/+c'r, a"p-\-b"q + e"r\, ] 
so wird *-j auf (000) und (001) folgen lassen (000) respektiTe (cc'i!) 
Daher wird (j-^^a+'-S"' ^^^ beiden Elemente (000) und (001) m ^J 
geändert lassen. 

Wenn t^ femer (010) in (dd'd") umändert, so wählen wir mit 
willkQrlichen «,. e', e" die Substitution 

^a = lj'7 1) '' ep + tlq, e'p + d'q, e"p + d"q-^ 
welche (000) und (001) ungeändert und auf (010) folgen lässt (dd'd'J 
Daher wird l^^t^^'s^' dje Elemente (000), (001), (010) irngd» 
dert lassen. 

Wenn endlich (^ auf (100) folgen lässt {gg'ff"), so bilden 

** = li', ?, ^ SP,9'p + Q,ff"p-\->\; 

dann läsat s^ die Elemente (000), (001), (010) ungeändert, wäiitd 
auf (100) folgt {gg'g")- ' 

Daher wird t,^^ '«"'"'Si"' =^i-(si~'Sb~'Ss^'s4~') die vier Element* 
(000), (001), (010), (100) 
nicht ändern, dabei aber zur Gruppe des Tripelsystems gehören. 

Wir behaupten jetzt, daas man 'j = l und infolgedessen s 
könne 

Es wird nämlich, da ^^ die beiden Elemente (000), (001) nicht 
umstellt, auch ihr konjugiertes Element (002) an seinem Platze bleiban. 
Da (5 ausserdem (010) nicht verändert, so lässt es na^h § 194, %) 
mindestens 7 Elemente unberührt. Diese haben, wie (000), (001], 
(010) die Form (Ogr). Es giebt jedoch niu: 9 derartige Elemente 
und ausserdem existiert eine Substitution, welche alle diese ungeändert 
lässt und gleichwohl der Tripelgruppe angehört, nämlich 

r— |j), 3, r 2p, q, r\. 
Liesae t^ nun 7 oder 8 Elemente und nicht jene 9 sämtlich ungeäDiler^ 
so müsste es nach § 194, 3) mindestens 2,7 + 1 oder 2.8 + 1 Ele- 
mente (Oqr) ungeändert lassen. Das ist nicht möglieh; demnach läsat 
^ alle 9 Elemente der Form (Oqr) unberührt. Endlich versetzt Ij 
auch (100) nicht; folglich lässt es mindestens 2.9+1 Elemente un- 
geändert. Blieben mehr als 2.9 aber weniger als 3.9 an ihren Plätzen. 
2. B. 2.9 + 0; (c:>l, <9), so träte, da es eine Substitution t = 1 
giebt, welche alle 3.9 Elemente ungeändert lässt, de 
Spruch gegen § 194, 3) auf, wie oben. Also ist i^ = 1. 
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inkongruent Null sei, erfüllen. Die Anzahl der Substitutionen dieui 
Untergruppe H ist aomit 2.3^(3»^ l)(3>-3)(3='- 3^. 

Ist qs, eine zu dieser Gruppe H gehörige Funktion, so ist äii 
Anzahl ihrer Werte nach § 43 gleich dem Quotienten aus der Orf-I 
nung der Tripelgruppe G und derjenigen der Untergruppe 
also eleich 

3* (3* - 1) (3* - 3) (3* - 3") ( 3* - 3" ) ^ 3^ 1 
2.3'(33-l)(:t*-3)(3=-3') " 2 

Wir werden im vierzehnten liapitel sehen, dass die Auffindung Sim\ 
Werte von der Lösung einer Gleichung abhängt, deren Gruppe ü, dii' 
allgemeinste ausgezeichnete, in H enthaltene Untergruppe von G ist 
Diese suchen wir auf. 

Die Form der Substitutionen von Ü"^ ist 

agiE, + h^z^ -f (^2j + d^z^ + «3, (i^4 + «^ (moi 3); 

ihre charakteristische Eigenschaft, dass die Transformierte von(,durcl 

eine beliebige Substitution vou G dieselbe Form wie i, besitzt. 

Wir wählen für die Transformation von t^ 

die Substitution t(~' wird dabei 

M~'^ l^jj^g, «s, ^^ ^i^ hl ht ^*.'^ ^\\ 
und das Produkt w~'^m führt g, in 

(ö^ - (?! - d) ^^-f &i«ä + Ci^s + (d + d,) ^4 + «1 + «4 
über. Da dies die Form dV^ + ß' haben muas, so folgt 

Ebenso findet man durch entsprechende Transformationen 

Og-O, 63=0, f^ = d + d^, 

ao daB8 die Form der Substitutionen von H^ nur sein kami 

Transformieren wir jetzt durch v, wo 

so findet sich d^ = 0, «^ = 0; ähnliche Transformationen liefern d,= 
eo dass die Form der Substitutionen von //, sieh reduziert auf 

h = I «n ^si ■^B, 2* ä^i + «1, '^■ä's + «a, rf% + "31 f^^* + «1 : (mod. 3). 
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n zu zeigen, dass diese letzte Form auch hinreichend ist, tranafor- 
eren wir ^ durch w, wobei 

Dach wird die inverse Substitution tv selbst lauten: 
1 


«= S,,^g,^j,2i 




Wendet man nun ip+' transformierend auf /j an und bildet also 
(jKij, so geht z. B. ^4 der Reihe nach über in af*'>e^ + b''*^e^ + ... 
«(«, dann in nW(d^i + ai) + 6<<)(<i£, + «,) + ..., endlich in 


a'*id 


B^-+-]+-[i^'.+-]- 


J dh' 

dnet man nach £^, z^, £,, ..., so werden wegen der Determinanten- 
:enBchaften die Koefficienten von 2,, .Sj, Sj, d.h. 

^(-^^"»■^^■■■).^(»™ll.•^-l^+■■•). 


«i« 


Sa'" 


dW 


rschwiüden, wählend der Koeffieient von ^^ gleich d wird. Das 
eiche gilt von 2,, z^, z^ H, enthält also die 2.3* Substitutionen 
r Form t,^. 

Die Untersuchungen des vierzehnten Kapitels führen, wie schon 
«ahnt, zu den Resultaten: Alle Werte von 7), hängen von einer 


leichung des Grades 

r 3*(3'-l)(3 


/=^ 


ab, deren Gruppe die Ordnung 

==3^80.26.8 


-3)(3*-3')(3'-3') 
2.3* 


sitzt. Ist dieselbe gelöst, so reduziert sich die Gruppe der 
■ipelgleichung auf die Gruppe ffj, welche aus den Substi- 
tionen der Form 

fc, = | «1, ag,«s, «4 d5i + ß,, (ia, + K,, <2«s + Ob, d^^ + K^\ (mod. 3) 
bildet ist. Ihre Ordnung r, ist gleich 2.3*. 

Aus H^ bilden wir behufa weiterer Reduktion eine Untergruppe J, 

liehe alle Substitutionen der Form t^ enthält, bei denen «4 = ist 

sei 9j eine zu J gehörige Substitution. Ist fp^ bekannt, so re- 

siert sich die Gruppe .ff, auf die allgemeinste auegezeichnete Unter- 
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gruppe von ff,, welche in J enthaltea ist. Diese Gruppe heiaae ö 
wir wollen dieselbe zu bestimmen suchen. 

Die Substitutionen r dieser Gruppe müssen die Form haben 

Nehmen wir ^ in der obigen Form, so wird 

^^'^|«n^,^3.^4 ^(«i-«i), ^(^^-"2), ^(^s-ßs). ^■(^4-''J|| 
nnd (jTfj-* setzt ^^ nacheinander in 

um; damit das letztere keine Konstante habe, muss <?'= 1 sein. Dia, 


allen Subatitatioiia 


I 


ist auch ausreichend, und daher besteht H^ 
der Form t^- l^x.'^'s. «s» ^^4 ^i + ^n •^j + Kj 
und ist Ton der Ordnung 3^ 

9)j kann aus <f>^ durch Auflösung einer Gleichung abgelei- 
tet werden, deren Ordnung 

ist. Dadurch reduziert sich die Gruppe H, von tp-^ auf di« 
Gruppe B^j, welche aus den Substitutionen von der Po. 

i^s='Mt!^äi%i^4 ^i + «i, ^ä + Ka, Ss + Os, Z^\ 
besteht. Ihre Ordnung r^ ist gleich 3^ 

In gleicher Weise kann man aus H^ eine Untergruppe K dnrii 
diejenigen Substitutionen bilden, in denen a^ gleich Null ist. Es se 
^g eine zu K gehörige Funktion, Ist iPg bekannt, so reduziert aidi 
die Gruppe M^ auf die allgemeinste auagezeicbnete Untergruppe B^ 
von ffg, welche in K enthalten ist. Man erkennt ohne Schwierig- 
keit, dass H^-'Eff^ = K, 
dass also S^ = K ist. Dann nimmt man weiter eine Dntergi 
von Hg , in der «2 == ist u. s. w. Demnach ergiebt sich: 

Bestimmt man der Reihe nach zu den Gruppen 1 


bestehend aus 


S,, 




^g + «g , 


1 (p^ C 


Ch di. 


I kanu man von <P2 zu (p^ nnd von f,t 


Gruppe die Ordn 
zur vollständiger 


ng je. einer 


Gle 


ela. 


; 3 besitzt. Von tp^ endlich kommt man I 


Gr 


: Tripelgleichung wieder.! 
: Ordn 
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§ 197. Statt von der Gruppe von y, hätten wir mit demselben 
rfoige vou derjenigen einer anderen Funktion iij ausgeben können, 
ireu Substitutionen die Form 

"• I'^i) ■^aj ■ä'iii ^i «i'^i + &i«a + Ci^s + < -'i + a,, h^t + '^i^s + <^«'^4 + «») 

.ben. Die Methode des vorigen Paragraphen zeigt, daas die iim- 
ssendste ausgezeichnete Untergruppe «1er Tripelgruppe f?, deren Sub- 
[tutioneu von der Form n aind, mit der Gruppe H^ des vorigen Pa- 
graphen identisch ist. Eine solche Funktion ^, lasst sich leicht 
Idea. Es giebt in TJ drei Tripel, welche zusammen alle neun Ele- 
Bnte enthalten: 

Ag) (00, 10, äO), (Ol, 11, 21), (02, 12, 22). 

ihieht man bei der Bilduug von T,) hinter jedes dieser Tripelelemente 
1, 2, 80 erhält man '.) Tripel, welche zusammen alle 27 Elemente 
thalten; 

[(000, 100, 200), (010, 110, 210), (02Ü, 120, 220), 
Äj (001, 101, 201), (011, 111, 211), (021, 121, 221), 
1(002, 102, 202), (012, 112, 212), (022, 122, 222). 
ie gleiche Bildung führt bei « = 3* auf 27 Tripel A5), welche zu- 
.mmen alle 81 Elemente enthalten. 

Wir verstehen jetzt, wie oben, unter (p,2)'") ^^^^ symmetrische 
unktion der eingeschlossenen Elemente; dann lä.ast sich beweisen, 
ISS jede symmetriache Funktion, welche (bei » = 3'') jene 27 Tripel 
j) zu Elementen hat, zur Gruppe der a gehört, z. B.: 

^^ = (0000, 1000, 2000) + ... +(0220, 1220, 2220) 
+ (0001, 1001, 2001) + ... + (0221, 1221, 2221) 
+ (0002, 1002, 2002) + ... + (0222, 1222, 2222). 
der That wird jedes s die (üeaamtheit der Tripel einer Zeile, weil sie 
n gleichen letzten Iudex haben, in die Gesamtheit der Tripel einer 
deren Zeile, hei denen ja dasselbe stattfindet, überführen. Ist durch 
ä Angabe von £4 und (i^;^^+ c^ die Reihenfolge dieser Umwandlungen 
kannt, so darf für die einzelne Zeile ^^ als konstant angesehen wer- 
n, und, statt den aufgestellten Satz zu beweisen, brauchen wir nur 
zeigen, dasa die aus Äj gebildete symmetrische Funktion 
23 = (000, 100, 200) + ... + (020, 120, 220) 
+ (001, 101, 201) + . .. + (021, 121, 221) 
+ (002, 102, 202) + . . . + (022, 122, 222) 
der Gruppe der a' gehört, welche die Form haben 


i 
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ö' = |<,,5,,^3 «,ß, +fci'Ej + c,2g + a',, b^Zf-^-c^Z^ + a'g, Cgjj + o',' 
(«', = «1 + rf,s., a'i - «, + d^e,, «'» = «, + (i^. 
Dies ist dieselbe Frage för drei Tndicea, welche oben fflr vier zu be- 
weisen war. Dieselbe Keduktion gilt auch hier; so kommt man auf 
zwei und auf einen Index und dabei ist die Richtigkeit ersichtlicb, 

Sind alle Werte von i^, hekaunt, so reduziert sich die Tripel- 
gruppe auf die durch die Subatitutioüen /^ gebildete Gruppe H^ der 
Ordnung 2.3* (g 19fi). Wir bestimmen die Anzahl der Werte von*,. 
Transformiert man ^j durch irgend eine Substitution von G, ao wird 
das Resultat die Eigenschaft von ij>, teilen, alle 3* Elemente in 2? 
Tripeln zu enthalten. Die Gruppe der a enthält, weil ra,, tj, Cj, ^i 
nur ^1,2 (mod. 3) sein dürfen, während man die übrigen zehn Kon- 
stanten willkürlich annehmen kaim, 2*. 3*" Substitutionen; da die Ord- 
nuttg von G gleich 

3*(3*-l)(3*-3)(3*-3'0(3*-3')=3'*'(3*-l)(3»-l)(3«-l){3-l] 
ist, so hat ^, 

(3>-l)(3'^l)(3--l)(3^1)^^,3^ 

Werte, während qs, deren nur 40 besass. Es verdient bemerkt zu 
werden, dass die Gleichungen für i/j; und für q),, trotzdem die eint 
vom Grade 40.13.4, die andere nur vom Grade 40 ist, durch ü« 
vollständige Auflösung die Tripelgruppe auf dieselbe ausgezeichnete 
Untergruppe S^ reduzieren. Xlen Grund hiervon haben 
oben angedeutet; spater werden wir die einschlagenden Verhältnisae 
genauer betrachten. 

Wir gehen von diesen allgemeinen Untersuchungen zu dem Speäal- 
falle M = 3^, der eine vollständige algebraische Auflösung zulässt, über. 

§ 198. Für neun Elemente giebt es nur ein Tripelsystem, 
die wirkliche Bildung sofort zeigt. 

Man kann folglieh unser bisher behandeltes System för n = 9 als 
das allgemeine ansehen. 

Hierbei werden die beiden Funktionen tp^ und i/i^ gleichwffltig 
und zwar wird die Anzahl dieser Werte gleich 4. Es hat ^ die Forlii 

if-i^COO, 10, 20) + (01, 11, 21) + (02, 12, 22) 
und die übrigen drei Werte dieser Funktion sind die folgenden: 
^^ = (00, Ol, 02}-|-ClO, 11, 12) + (20, 21, 22), 
Vg = (0O, 12, 21)+ (02, 11, 20) + (01, 10, 22), 
ift-loO, 11, 22)+(01, I2,.20) + (02, 10, 21). 
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.eae vier Werte können durch die vollständige ÄuflÖsuag einer Glei- 
nng des vierten Grades erlangt werden. Wir wollen annehmen, 
88 diese Lösung bewerkstelligt ist und die Fimktionalwerte ipi, if'j, 
, 04 bekannt sind. Wir haben nun zu setzen 

Zi-{£~[rK), 10, 20]} |r-[01, 11, 21]) («-[02, 12, 22]|, 
Xi={e-[0O, Ol, 02]K2-[10, 11, 12]| {«-[20, 21, 22]!, 

[00, 10, 20J = («-^J(M-a,„)(M-a;jJ, 
[Ol, 11, 21] = («-^„)(«-3;„)(«-a.„),... 
/ [00, Ol, 02]={u-x^)(n-x,,)iu~-x^), 

[10, 11, 12] = (m — a;,(,)(w-aT„)(M-3;ig),.., 


ajin ist Xi rational durch i^, , Xs rational durch ^^ ^- ^' ^- darstellbar. 
s werden Xu Zgj ■■■ ganze Funktionen vom dritten Grade in z; setzt 
an dieselben gleich Null und löst die entstehenden Gleichungen 

Z.-O, z, = 0, .... 
I erhält man ihre Wurzeln; diese sind Punktionen dritten Grades 
!(. An Substitutionen, welche z.B. [00, 10, 20] ungeändert lassen, 
ebt es nur diejenigen drei, welche die Tripelelemente 00, 10, 20 
itereinander umsetzen. Naeb der Lösung der beiden Gleichungen, 
)n denen die eine ii>, die andere z liefert, wird die Gleichung neun- 
n Grades reduktibel. Sie zerfällt in drei Faktoren dritten Grades, 
eiche, wie die Gruppe if^ (§ 196) zeigt, Äbel'sche Gleichungen liefern. 
Die Berechnung der Wurzeln knüpft man besser an die Auflösung 
!r beiden Gleichungen dritten Grades 

Z,-0, 11,-0, 
>n denen die erste die Werte von 

1) («-«„)(—«,.)(« -*.o), 

2) (»-^„) (»-*„) («-».,), 

3) (»-0 (»■-*,>) ("-">.!), 
id die zweite diejenigen von 

i) (m - ^oo) (" - a^oi) (« -- «<h) , 

5) (»-*J («-«!,) («-^«), 

ie Koefücienten dieser sechs Ausdrücke sind rational bekannt. Be- 
immt man jetzt die grössten gemeinsamen Teiler vou 1), 2), 3) mit 
, 5), 6), 80 erhält man alle neun Wurzeln 

g, a;^, x^ als gemeinsame Teiler von 1) mit respektive 4), 5), 6), 
„«„,%. „ „ ,, ., 2) „ .. 4), 5), 6), 

„ ",„ x„ „ „ „ „ 3) „ „ 4), 5), 6). 
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Lehrsats V. Die Tripelgleickung neimten Grades ist alge- 
braisch lösbar. Nach der Auflösung einer Gleichung viertfB 
und einer Gleichung dritten Grades zerfällt sie in drei ri- 
tionale Faktoren dritten (_frades, welche sämtlich Abel'sck 
Gleichungen sind. Die neun Wurzeln können durch die Ad- 
Ibsung einer Gleichung vierten und zweier Gleichungen drit- 
ten Grades gefunden werden. 

§ 199. In enger Verbindung mit diesem steht das folgaii 
Theorem: 

Lehrsatz VT. Wenn eine irreduktible Gleichung neuatei 
Grades so beschaffen ist, dass drei ihrer Wurzeln in einei 
durch die folgenden drei Gleichungen ausgedrückten Beiit 
hung stehen 

^3 — Ö(3:g,arJ = e{a;,,3-s), 
in welchen 9 eine rationale Funktion ihrer beiden Ärgumenti '-^^ 
bedeutet, so ist diese Gleichung algebraisch auflösbar. 

Wir betrachten die Gruppe der betrefFeuden Gleichung. Sie ist 
transitiv; sie ersetzt die drei Wurzeln x^, x^, x^ durch drei aadere, 
zwischen denen dieselben Beziehungen stattfinden, wie zwischen 3i|, 
X.2, J'a- Die neuen Wurzeln mögen a^^, x^^i ^'s s^'"^- 

Stimmen die beiden Systeme in zwei Wurzeln öberein, dann aucli 
in der dritten; denn aus x^^x\, x^='x\ folgt 

und wären x\^ x^ nicht der Ausdruck für dieselbe Wui-zel, so wäre 
die Gleichung, da sie gleiche Wurzeln besässe, nicht irreduktibel. 

Ist x^ eine von x^, x^y x^ verschiedene Wurzel, so giebt es Sub- 
stitutionen, welche x^ in x^ überführen; bleibt dabei keine der Wur- 
zeln ungeäridert, so erhält man ein neues System x^, x^, ar„; bleibt 
dagegen eine Wurzel, z.B. x^, ungeandert, so erhält mau als neu« 
System x^, x^, x^. Geht man in derselben Weise weiter, indem niM 
die möglichen Wirkungen der Substitutionen untersucht, so erkennt 
man, dass alle Wurzeln sieh in das Tripelsyatem von neim Elementen 
einfügen, und dass die Gruppe der Gleichung daher eine Untergruppe 
der im vorigen Paragraphen besprochenen Gleichung ist. Sie ist also 
algebraisch lösbar (vergl. das fünfzehnte Kapitel). ' 

Es ist bekannt* dasa die neun Inflexions punkte, welche eine 
ebene Kurve dritter Ordnung besitzt, zu je drei und drei auf geradat^ 

• 0. Hease: Crelle's Journal XXVIII , 8. 68; XXXIV, S. 191. - Salmon; CreUe'i 
Journal XXXIX, S. 366. 
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oien liegen. Derartiger Linien giebt es zwölf, von denen je vier 
rcli jeden Inflexionapunkt gehen. Je drei der Inflesionspiinkte bil- 
a also ein derartiges Tripel; sodass durch zwei Elemente desselben, 
s beliebig gewählt werden können, das dritte Element bestimmt 
.. Die Abscissen oder die Ordinaten der neun Inflexiouspunkte sind 
ninach die Wurzeln einer Gleichung neunten Grades mit Tripel- 
arakter, und die Gleichung ist algebraisch losbar. Die Gleichung 
äht daher unter dem Geschlechte der in § 198 behandelten. Wir 
innen sie aber auch in Beziehung zu den eben besprochenen setzen. 
Es kann nämlich auch bewiesen werden, daas, wenn x^, x^^ x^ 
e Abseissen oder die Ordinaten dreier konjugierter Inflexiouspunkte 
ad, dann 

3.3 — 6(3;^, a;^), ^i^Bl^i, 3:3), a:a = 0(%,3^i) 
ird. Hierin bedeutet eine rationale in ihren beiden Argumenten 
mmetrische Funktion. Die Beweise för diese Eigentümlichkeiten 
>ergehen wir, da dieselben fernliegenden Gebieten angehören. 


r 


Dreizehntes Kapitel. 
Über die algebraische Auflöaimg der Gleichnngen. 


% 200. In den letzten Kapiteln sind verschiedene Gleichungen 
jhandelt worden, die infolge charakteristischer Beziehungen ihrer Wur- 
In zu einander eine Anwendung der Theorie der Substitutionen er- 
öglichten. Jene Beziehungen waren von vornherein gegeben, and, 
eaer Umstand ermöglichte unsere Schlüsse. 

Bei allgemeinen Fragen dieser Art macht sich aber ein Zweifel 
iltend, der, wie schon früher angedeutet wurde, zuerst beseitigt wer- 
11 muss, wenn eine Verwendung der Substitutionentheorie bei all- 
imeinen algebraischen Fragen gestattet werden soll. Die Theorie 
ir Substitutionen knüpft lediglich an rationale Punktionen der 
leichungswurzein an: treten daher bei der algebraischen Auflösung 
in algebraischen Gleichungen irrationale Funktionen der Wur- 
In auf, so befinden wir uns auf einem Gebiete, in dem von Substi- 
tionen überhaupt keine Rede mehr sein kann. Die Entscheidung 
;r hierdurch aufgeworfenen prinzipiellen Frage kann natürlich nur 
if algebraischem Wege möglich sein; die Anwendung der Substitu- 
anentheorie würde eine petitio principii einschliessen. Es kann da- 
!r, um nur einen speziellen Fall hervorzuheben, ein Beweis für die 


r 
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ÜnauflöBbarbeit allgemeiner Gleichungen Ton höherem als dem Tierta 
Grade durch rein subBtitiitionen-theoretiBche Argumente nie gelirfart 
werden. 

jl 301. Bei algebraischen Fragen ist vorerst das Gebiet fett- 
zustellen, innerhalb dessen die zugehörigen Grossen als rational an- 
gesehen werden sollen. 

Wir nehmen an , daaa alle rationalen Funktionen gewisser ge- 
gebener Grössen 9t', SR", 9i"', . . . mit ganzzahligen Koefficieuten ia 
Rationalitätsbereich (SR', Sft", 9t'", ...) konstruieren.* Führt maa 
unter irgend welchen Elementen dieses Bereiches die Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division, oder der Erhebniij 
eines der Elemente in eine ganzzahlige Potenz aus, so wird äag Be- 
sultat noch demselben RationalitStsbe reiche angehören. 

Die Auaziehung von Wurzeln wird im allgemeinen solche Resultaie 
geben, welche ausserhalb des RationalitStsbe reich es liegen. Wir ti 
neu lins bei der Ausziehung von Wurzeln auf die Anwendung Ton 
Prim&ahlen als Wurzelexponenten beschränken, da eine »».«'* Wnnel 
durch die m** Wurzel aus einer «"" ersetzt werden kann. 

Alle diejenigen Funktionen von Sf, 91", Si'", .. ., welche nur diucl 
em- oder mehrfache Wurzelauaziehungen aus den rationalen Funktionen 
erlangt werden können, fasst man unter den Begriff von algebrai 
sehen Funktionen zusammen, die zum Bereiche (9i', 91", 9{"', ..) 
gehören. Der erste Schritt von den rationalen zu den algebraiachen 
Funktionen besteht demnach in der Ausziehung einer Wurzel mit 
Primzahl exponenten aus einer rationalen, ganzen oder gebrochenen 
Funktion F,. (91', 9t", . . .). Die erhaltene Grösse sei F», so daas 

F,f ' = F, (3f , n", 9t'", . . .) 
wird. Wir wollen unseren Rationalitätsbereich jetzt dadurch erweitern, 
daas wir ihm die Grösse V, zuordnen, adjungieren. Wir erhalten 
demnach von jetzt ab (F,,; 9t', 91", 91"', ...} als Rational itätsbereieb, 
d. h. es gelten uns alle ganzen oder gebrochenen Funktionen von V^ 
M', 9t", 9t'", ... als rational. Dieser Bereich umfasst den früheren, 
Mit dieser Erweiterung geht eine Erweiterung der Reduktibiütät Hand 
in Hand. Wenn z. B. in xP' — <p (9i', 91", 9t'", . . .) die ganze Funktion 
(p so bestimmt ist, dass sie keine vollkommene p,'^ Potenz bildet, so 
ist im Bereiche (91', 9t", 9t'", . . .) die Differenz x' — tp irreduktibal; 
nimmt man dagegen Vt'=<p, so ist in dem Bereiche (F,;9t',9l",9f",...) 

* L.Kronecker: Berl.Ber. 1879, S-205flgg.; vergl. auch: arithm. Theorie d, 
algebr. GrÖBBeu. 
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ie Differenz ^"^ ^ zerlegbar, da aie den rationalen Faktor x — 
esitzt. 

Den neuen Bereich können wir durch Auaziehung einer zweiten 
STurzel mit PrimzaUesponenten verlassen; wir bilden eine beliebige 
itionale Funktion F,—i(Vr; 9{', SR",...) und bezeichnen die py — 
P'urzel mit F,._i, so dass also 

Ffl-i = i=;_,(F.;?fl',gi",...) 
rird. V,. ist nicht notwendig in F,.—i enthalten, nur darf i^»— i nicht 
a V^'~^ oder F,_| im Rationalitätsbe reich (f,.; 3J', 91", ...) enthalten 
ein. Adjungieren wir jetzt K,._i, so erhalten wir einen erweiterten 
tationalitätabereich , nämlich (F,_i, K»; SR', 9t",...). Ähnlich bilden 
rir weiter V^'~^* ^ Fy-^{V.-„ V,; SR', SR", SR'",...), 

T^ll* = -F--»tl^.-if, Vy-i, F.; S', SR",...), 


Ff = ii;(Fj, Fa, ... n;SR', M",..); 
labei bedeuten die F^, F^, ... F,._^ rationale Funktionen der ein- 
[eklammerten Grös.sen, die P[, p^,...p..—-i Primzahlen. 

Ist also ein algebraischer Ausdruck vorgelegt, so kann man den- 
elben nach dem angeführten Schema darstellen, indem man ihn genau 
o behandelt, wie man einen solchen, der nur Zahlengrössen enthält, 
»ei der Ausrechnung behandeln wurde. 

8 202. Die F^ können, wenn es nötig oder praktisch erscheinen 
ollte, derart umgeformt werden, dass sie in Va+i, Vg+t, ... V, ganz 
Lud nur in den SR', 9t", SR"", - ■ . gebrochen sind. Hätte man z. B. 

" H„+ H, F„+, +H^ Vt+i + ..." 
?obei alle (?o, ^n •■■; ^o. -^n ■-■ rational in F„+s, F„+3, ... F.; 
f, SR", 91"', ... sind, so möge mit o)„^i eine primitive J)q-i-i*'' Ein- 
leitswurzet bezeichnet werden. Dann ist 

J-a + l-l , 

;anz und symmetrisch in den Wurzeln von 

ypa+, _ ^„^, (7,^,, ,.,r,; W, 9t", 9t'", . . .) ' 

nd daher rational und ganz in den Koefficienten dieser Gleichung, 
. h. in F„^i und rational in ff^, ff,, /4, ..., d, h. in F^^a, ... F,; 
1', 3t", 9t'", ... Daraus folgt, dass das Produkt P) eine rationale 
'uuktion von Ta+i, .•■ Fyj 9t', 9t", 9i'", ... wird. Ferner wird 
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p.) 


l[H, + M,r.+,m.+ 


ganz in Fo+i, rational in V,+ 
metrisch in den Wurzeln von 


. F»; 3t', Sft", ...; und da es aym- 


-1 


-a;p=+i-'+a-'*= + i- 


. + j;+l_0 


ist, so fallen aua PJ die Potenzen von Wo+i heraus. Erweitert um 
daher den Ausdruck von Fg mit P,), bo erhält man für den Nenner 
eine rationale Funktion von ^"„^.2, Fa+a, ■■• F,; 9t', 9^",..., mit 
eher man in die einzelnen Summanden des Zählers hineindlTidiemi 
'kann. Dadurch erhält man die Umwandlung 

F^ = Jo + Ji >'"+! + J, K+i + ■■■, 
worin alle Koafficienten J„, J,, ... rationale Funktionen von K,4ii 
F„+3, ... Vy-, 3t', ... sind. Sollten in dieser Reihe höhere als die 
(_Pa+i — 1)" Potenzen von Fa+i vorkommen, so kann man dieaelbei 
mittels der Definitionsgleichung flir Fn-fi wegen 

F^^' =i^<,+,, F^^+^+' - F„^.I .F„+i, F^^+^'^'' = -f^+i .F„%„ ... 
entfernen, so das» 

gesetzt werden kann. In zweiter Linie werden jetzt die einzelnen 
Koefficienten J ebenso umgeformt; sie können in V^^i gebrochen sein; 
durch geeignete Erweiterung ihrer Bruchform wird jedes der J in eine 
rationale Funktion von Va+a, ... F,; 3t', 9t", ... und in eine ganze 
bis zur (j?a+i! — 1)"" Potenz a.ufateigende ganze Funktion von Fo+j 
umgewandelt u. s. w. 

Man kann die so erhaltenen Ausdrücke noch derart umgestalten, 
dass der Koefficient, welcher zur ersten Potenz der letztein geführten il- 
gebraiachen Irrationalität gehört, gleich der Einheit wird, um den Be- 
weis hierfür zu geben, musa aber zunächst ein Hilfssatz abgeleitet 
werden, welcher auch bei der Untersuchung der Form der Wurzeln, äie 
auflösbaren Gleichungen eigentümlich ist, vielfache Verwendung fin- 
den wird.* 

§ 203. Lehrsatz I. Sind ^, /",,... /p_i; F rationale Fonk- 
tionen innerhalb eines bestimmten Rationalitätsbereiches, 


, Oeuvres comp]. II, 196, hat den Sutz zueret ausgesprochen; 

u- bat ihn in aeiner vollenBedeutQn^(Berl.Ber, 1879, S.SOG) hingeetellt | 
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folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen der beiden Glei- 
iingen 

3) wP-F -0, 

tweder, dass eine der Wurzeln von B) demselben Bationa- 
ätsbereich angehört, wie /J,, /*!, ... /J,— i; JF, oder dass /o = 0, 
= 0, ... /](,-i = ist. 

Der grösste gemeinsame Teiler der Polynome in A) und B) wird 
Eoefficienten der höchsten Potenz von w die Einheit besitzen; er 
isse 

eser wird, gleich Null gesetzt, v Wurzeln von B) liefern; bezeichnet 
m daher eine von ihnen mit w^ und eine primitive p^ Einheitswurzel 
t cop, so sind alle diese v Wurzeln in der Form 

M?!, (Op'Wi^ cj/Wiy (Opywiy ... 

rstellbar. q)Q ist, abgesehen vom Vorzeichen, ihr Produkt 

k p eine Primzahl ist, so können wir zwei Zahlen Uy v finden, für 

siehe , ^ 

pu + vv^ 1 

d^puö + vvö 
rd. Trägt man diesen Wert von d ein, so wird 

le Wurzel t«;^»/^ von B) gehört also dem festgelegten Rationalitäts- 
reiche an. 

Dies tritt nur dann nicht ein, wenn ein grösster gemeinsamer 
liier nicht vorhanden ist, trotzdem aber A), B) gleichzeitig bestehen, 

""'^'' /;^o,^,=o,..,/,_.«o 

rd. 

§ 204. Wir wollen von diesem Satze für die angedeutete Re- 
ktion (§202, Schluss) von 

»brauch machen. Ist Jx irgend einer der Eoefficienten J^, J^^ ... 
Icher nicht verschwindet, so nehmen wir 
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und setzen als Rationalitätab ereich 

(F;+„ F„+a, ... V.; 3t', SR", ...; W,+ ,) 
fest. Dann ist zufolge des obigen Satzes entweder Wa-{-i — 0, J,^0 ad« 

c,) r„+i = 7;(iv;+,, k„+,, ... f.; 3t', S", ...}. 

Die erste der beiden Annahmen steht im Widerspruch zu den Voraus- 
setzungen. Es muss daher die zweite giltig sein; folglich kaim mu 
in den Ausdruck von F statt Va+i die Funktion ll'a-|-i einführen, 
welche so beschaffen ist, daas (F^+i, Fa+-', ... V,,; 3t', 3t", ...) und, 
(ir.+ i, F„+o, ... Vy-, 3t', 3t", ...) denselben Rationalitätsbereioli 
konstituieren, wie aus Ä,) und C,) folgt. Es wird zudem 

^^+t' = ■'-""'"' '^„'+°'*'' = ^"+i(^-+ä! K+s,-^..; ^', ^",...), 
so dass, wenn man an Stelle von BJ diese Definitionsgleichung in L 
die Keihe der Irrationalitäten einfuhrt, die Werte V^, Fa_i, ...F,i 
nicht geändert werden, und mau setzen kann 

Die Bestimmung der Koeffieienten gescliielit durch 

I das grösate ia xX enthaltene Vielfache von i)n+i bedent*^ 

Da die Reste von 

X, 2j(, 3x, ... (^„^1 — l)x (mod. jj„ + i) 
sämtlich unter einander verschieden sind, so liefert diese Methode TÖl- 
lig eindeutige Bestimmungen für die L, 

§ 205. Wir gehen jetzt zu der Form der Wurzeln algebrsisdi 
auflösbarer Gleichungen über. Gegeben sei die Gleichuni 

1) , /W-o, 

welche algebraisch auflösbar sein soll. Es heisst dies: von dem Ba- 
tionalitätsbereiche (91', 91", 3t'", ...) aus, in welchem sich jedenfalls 
die Koeffieienten der Gleichung 1) befinden, kann man durch 
braische Operationen, also durch Addition und äubtraktion, Unlä* 


Ist jetzt 


wo qipa+i 
so wird 


f,-rU 




■ uw:+ 
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^' = 6 + ^, 

r^Q ==» Kg + Kj. 

Dann wird der Ausdruck von fipc^) folgender sein 

vergleicht man dies mit ^^^ /, xrN /^ 

und bestimmt F^ aus den beiden letzten Gleichungen, so erhält man 

a (6 + F3) - a'V, + (b - F3) F,* 
as + (j + p.^)p.-_„y;-^r- -' 

so dass also Fj bereits in dem Ratioualitätsgebiete (Fg, F,; a, i) 
enthalten ist. Macht man nun ziierst F, ganz in F^ nach der Methode 
von § 202, so ergiebt sich wegen 

[a^+{b+V^)V^(o-aV^*(o^] [a^+(b+V^)V^(a»-aV^^(o\ = 2b (ft+Fj) (a+Y/), 
\a' + (6 + F3) F, - a F,^J [2 6(6 + F,) (n + F/)] = [26 (6 + F,)]«, f^ 
\a (6 + Fs) - a' V, + (6 - F,) V,^ [2 6 (6 + F,) (a+ F,«)] = 4a6* (6 + F,) F,», 

WO 0) eine primitive dritte Einheitswurzel bedeutet, 


4afe^(MJ^) F,^ _ ^rP^ 


Entfernt man Fg aus dem Nenner durch Erweiterung mit 6 — Fg, so 
wird 


6~F« 


V = '^8 TT 2 


fe—F 

•^0 '^ 2 T^ _2 ' 2 • 

§ 207, Wir kehren zu den Betrachtungen von § 205 zurück und 
untersuchen den zweiten möglichen Fall. In 

seim fl;, = 0, fi, = 0,^,^0, ...fl,._i = 0. 

Denken wir uns die Ausdrücke 

^.-©6+6?jF,a>,>^+G2^,2<-+...(^^._iF,^.-^ü)/^^^ (x=0,l,...A-l) [ 

gebildet, in welchen co^ eine primitive Wurzer der Einheit sein soll, f 
so folge 
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Lseren Voraussetzungen nach ist auch dieser Ausdruck »0, d.h. 
ist gleichfalls eine Wurzel von /*(ir) = für x«0, 1, ...pj — 1. 
Im Beispiele der Gleichungen dritten Grades 

rden demnach, wenn wir durch die Wurzelform 

b—V 

) erste der beiden Möglichkeiten beseitigen, 


n- - • _i+i/_3 

CO , 

5 beiden anderen Wurzeln werden. 

§ 208. Es sei nun, was nach § 204 erlaubt ist, G^ — 1 gesetzt, 
nn findet man durch lineare Kombination der p^ Gleichungen für 

Xo--G, + G,V, + G,r,'+,.. + Gp,^ir,p^-\ 

x,^G^ + G,V,(o, + G,V,'(o,' + ... + Gp,^ir,p^-''G},p^-'\ 

^i--G, + G,V,(^,p^-' + G,V,^^,'^p^-'^ + .,. + Gp,-.ir,p^-'co,^^^^^^ 

G^v,^r,^^2^x,a^r'' 

e Irrationalität J\ ist demnach eine lineare Funktion der Wurzeln .r^,, 
, ... ^|>,— 1, sobald man die Einheitswurzel (o^ dem Rationalitäts- 
reiche zuordnet. 

§ 209. Denkt man sich in dem Ausdrucke 

1 V 


^-[K^^^-^'^t 


e Permutationen der die Gleichung f{x) = befriedigenden Wurzeln 
macht; so ist das Produkt aller dieser Ausdrücke eine ganze Funk- 
en von y^ deren Koefficienten symmetrische Funktionen der x und 
her rationale Funktionen der 91', SR", SR'", ... sind. 

Bezeichnet man diese Funktion mit q> (i/), so besitzt die Gleichung 

! Wurzel 

16* 


r 
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• 1 


'*y"= iv"^/-;(t;, r„... i'.; ^',m",% 


^ /-„+ L, F, + 4»F,= + . .. + L,^_, T'','^-S 
wo wir L, wieder gleich Eins setzen dürfen. Man kann auf 7($)^t 
mit der Wurzel % dasselbe Vtjrfahren anwenden, welches in 

§§200, 207 auf /(a^ — O mit der Wurzel -v^ angewendet wurtie. Dl 
Heaultat wird sein, dasa entweder V^ iii der Reihe V,., 7',_i, ,..r| 
I'j, 1*1 getilgt werden kann, oder, wenu roau aicli die Reilip bereu 
in dieser Weise geläutert denkt, dass 

y,- '%'".-' 

l'i i=o 

wird, wo wir unter Wo eine piimitive jj^'" Wurzel verstehen. Jrfa 
dpr ijk entsteht aus j/,, durch gewisse Substitutionen unter den 2oi "i 
...x„^\\ also ist y^ eine ganze rationale Funktion von Wurzeln »« 
f'{x)=0, falls man die Grössen Uj, Wj zum Rational itiitsberei che hi 
zunimmt. 

In der dargelegten Weise fährt man fort und gelangt zn ia 
Resultate: 

Lehrsatz II. Die einer auflösbaren Gleichung f{x)-'(l 
nügende explicite algebraische Funktion »„ ist als gaM' 
Funktion einer Reihe von Grössen 

7„ V^, F„ ... K„_i, V.. 
darstellbar, deren Koefficienten rationale Funktionen ä» ^ 
Grössen JH', 9i", ... sind; die Grossen Vi sind einerseits gauM 
Funktionen von Wurzeln dar Gleichung f(a:)^0 und vou \V 
zeln der Einheit; andererseits werdeu sie durch eine Ketts 
von Gleichungen 

V^" = /•■„(F„+„ n + „ . . . F,; W, SR", 91"', . . .) 
bestimmt. In diesen Gleichungen sind jjj, p^, -..p,- Primzalilei^' 
T*';, F^, ... i'V sind ganze Funktionen der eingeklammerten T 
und rationale Funktionen der Grossen 3t', 9i",..., welche Jen 
Rationalitätsbereich konstituiereu. 

§ 210. Dieser Satz gewährt die Möglichkeit der Verwendung tM 
Substitutionen -theoretischen Betrachtungen bei algebraischen Pnte> 
suehungen: er liefert den Beweis für den Fundamentalsatz: 

LehrsatE HI. Die allgemeinen Gleichungen von höherei 
als dem vierten Grade sind nicht algebraisch auflSsbar. 
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In der That, wären die n Grössen x^^ x^^,..Xnj welche im Falle 
r allgemeinen Gleichung von einander unabhängig sind, algebraisch 
rch die 91', 91", 91"', ... darstellbar, die wir als mit den Koeffi- 
^nten der Gleichung zusammenfallend annehmen können, so würde 
5 zuerst einzuführende Irrationalität Vr die p^*® Wurzel aus einer 
bionalen Funktion der 91', 91", 91'", . . . sein. Bedenken wir, dass F„ 
le rationale Funktion der Wurzeln ist, so zeigt sich, dass Fr, als 
le f)v- wertige rationale Funktion von rp^, a^g, ... ä^«, deren j?,.*® Potenz 
mmetrisch wird, mit der Quadratwurzel aus der Diskriminante zu- 
mmenfallen und pv *= 2 sein muss (§ 57). Adjungieren wir diese Funk- 
en F», = |/^ dem Rationalitätsbereiche, so umfasst dasselbe alle ein- 
d alle zweiwertigen Funktionen der Wurzeln. Will man einen wei- 
ren Schritt zur Lösung der Gleichung thun, was notwendig ist, wenn 
>2 angenommen wird, so müsste eine rationale Funktion F,._i der 
urzeln existieren, welche 2.j9v-i-wertig, deren pv—i^ Potenz da- 
gen zweiwertig ist. Eine solche Funktion giebt es aber für w>4 
öht (§ 59); folglich lässt sich das Verfahren, welches zu den Wur- 
In führen könnte, nicht weiter fortsetzen. Die allgemeinen Glei- 
nngen von höherem als dem vierten Grade sind daher algebraisch 
cht lösbar. 

§ 211, Wir kehren zu der Form der Wurzel einer auflösbaren 

eichung 

^o=-öo + F, + Ö2F,2 + ... + Gp._iF/-i 

rück. Wir sahen bereits, dass die Einsetzung von 

Fl o/ statt Fl 

f neue Wurzeln der Gleichung führt. Diesen Satz kann man ver- 
gemeinern. Wir setzen dabei voraus, dass das Schema, welches 
f Xq führt, schon nach Möglichkeit reduziert sei, so dass nicht etwa 
i Va bereits im Rationalitätsbereiche von (Fa^i, Fa-j-2, ... Fr; 9i', 
,91'",...) enthalten sei. Dann zeigen wir: 

Lehrsatz IV. Multipliziert man in dem Ausdrucke von Xq 
jendwelche der Grössen Fj, Fg, Fj, ... beliebig mit ent- 
rechenden ^l*^*',2>2*®^i^3*'^'* Wurzeln der Einheit co^''^ (o^\ cjs'S--- 
wird das Resultat wiederum eine Wurzel der Gleichung 
;) = sein, welcher Xq genügt. 

Für Fl ist dies, wie soeben bemerkt wurde, bereits bewiesen, 
det man 


r 


^ 
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nix-X,)^fj[j:-{(i^+V,to,' + Ci,V,'io,»' + .-.)] 
- «0 + ß, 1^1, + «Ei V + . . . + «,^^1 K.J'-', 
so wird dies ein Teiler toii f(j:) sein; V, ist in diesem Ausdrucke« 
Buhwunden; die «„, a, ... enthalten ■'^7 *^3, ^», ■■■ ^.; 9^', 5R",--- Nimi 
man (x; K^, K^, ... K,; iW', 91", -..) als Hationalitätsbercich , an git 
es innerhalb desselben Grössen a'„, k\, ..., welche die Gleichung! 
Itillen 
A,) /V-; 9t', S",...)={«o+«,F, + «,r/+ ...)(«'„+«', K,+ <f,'+. 
iietr.t iimn diese Gleichung in die Form ^^ 

um Hid uimmt die Definitiousgleichung ^^M 

/.n Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels; entweder isteä 
der Werte *)n Kj rational in (x, Fj, F,, ... F,.; SR',...) oder es ww 

bg-^O, ö( — 0, Äj-0, ... fcj^_i = 0. 
Die erste Möglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da F, we{ 
B) die unbestimmte Grosse x nicht enthält, eo müsste es rational 
(Fg, Fj, ... F,.; St',...) sein; und dies widerspricht den Festsetanni 
über unser System der V. 

Es tritt also der zweite Fall ein; d. h. Aj) ist identisch für j« 
Fj erfüllt. Man kann daher V^ mit Wj' in Aj) oder in Äj multi 
zieren. Es ist demnach 

Ao) /■(:.; 31', 9t",...) 

-(ao + KiK,«/ + ß2r,»W3»* + ...)(«'„ + K',FiWs* + «',F/«/ + . 
und wie pr-i 

cc,-i-t^,V, + a^V^' + ...=fl{x-x,)^f,{x;V„V„...l 
so wird auch 

«o + «xn< + «snH"-f... = /;(a:;F,M,*,Fs,...) 
ein Faktor von /"(.r; 9t', 9t", ...) im Rationalitätsbereiche (a:;Fj, F 
F,.; 9t', 9t", . . .) werden. Diesen letzten Faktor hätten wir erhi 
wenn wir bei x,^ statt V^ überall in G„, G,, G^, ... eingesetzt K 
Fjö)^*; benennt mau den so entstehenden Wert für den Augenblick 
so ist auch (x — z^"^') ein Faktor von f{x) im Ration alitätsbei 
(.-^■7 ^1 1 ^a7 ■ ■ ■ K^; 91', 3t", - ■ -) , d. h. die vorgenommene .Änderung ha 
eine neue Wurzel a;^'*' geliefeH. Im ganzen erhalten wir.ji^ 
Wurzeln von f{x) = 0. ^^M 
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Wir bilden nun weiter 

iJ/i (^5 n«/, n, . . .) = ^0 + ft n + ^»n* + • . • + ßp.-i n*"-'; 

ifc=0 

M ist im ßationalitätsbereiche f^; ^s? ^4? •••) ^^^ Teiler von f(jo)] 
10 giebt es in ihm auch Grössen /3'q, ß\j ß\^ ..., welche die Glei- 
ung 

.',) f(x', SR', 31", . ..) = (/5o+ ^1 F3+ ^, F3H ...) (^'0+ ^'1 n+ ^'2^^ ...) 
friedigen. Setzt man diese Gleichung in die Form 

1 und nimmt die Definitionsgleichung 

B',) Fr'-Fs(F„...n;9l',...) = 

Hilfe, so zeigt der erste Lehrsatz dieses Kapitels: entweder ist 
ler der Werte von F3 rational in (^5 F4, Tg, . . . K,.; 9i', •••)} ^^®^ 

e erste Möglichkeit muss ausgeschlossen werden; denn da F3 wegen 
j) die unbestimmte Grösse x nicht enthalten kann, so müsste es 
bional in (F4, .. . F,.; 31', ...) sein; und dies widerspricht den Fest- 
bzungen über unser System der F. 

Es tritt somit der zweite Fall ein; A'g) wird identisch durch jedes 
( erfüllt, also auch durch FgCOg*; dies letztere findet bei A'j) gleich- 
Us statt, da die Umwandlung von Fg in FgWj* bei A'^) auf A'g) nur 
rart wirkt, dass bei ungeänderten Cq, c^, ... zu den Potenzen von F3 
ch Potenzen von m^ treten. Es ist demnach 

A'o) /•(:.; 91', m",...) 

J wie 

wird auch ~~ 

Faktor von f{x'^ 31', 31", . . .) im Rationalitätsbereiche (F3, . . . F».; 
31", . . .) werden. 

Wären wir bei der Produktbildung /i(a;), /i(a;) statt von x — x^ 
. dem Faktor x — Xq^ ausgegangen, der erhalten wird, wenn man in 
itatt F3 einsetzt F3CÖ3*', so wäre in dem zugehörigen f\ (a) jede Spur 

Fl und dann in f^{x) jede Spur von F^ geschwunden; das zu- 
orige f^(x) wäre daher identisch mit dem obigen 
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f,(':;V,<o,;..:) 

gewesen. Da dies ein Faktor Ton f{x) ist, so ist z,,'*'' eine WütmI I 
von /■(,.) -0. 

Diefle Beweismethude Itisst eich bis zu Ende fortsetzen. 

S 313. Hierbei ist noch dreierlei Daclizuholeo, was, um den B 
weisgnng im vorigen Paragraphen nicht zu unterbrecfaei 
iStelle aufgespart wurde. 

Zuerst ist es nötig zu zeigen, dass z.B. mit /j(:t'; T j, ...) & 
das Produkt ,^^1 

/,(i;K„...)-/7/;(».;F.»,',...) 

ein Teiler vou /' wird. Dies steht fest, sobald die Irreduktibilitäl 
/j in dem Bationalitütsbereiche (F,, Fj, ,,.; 1R', SR", ...) bewiesen ist 
(iesetzt, es wäre /j(.r) reduktibel und ^^(.'t; Fj, ...) einer seiner irreduk- 
tibleu Faktoren. Dann haben 

?>s,(a'; Fj,...)-0 
""^ /■,(^;n,F„...) = 

hei richtiger Wahl des irredukfiblen Faktors «p^ eine Wurzel und die 
linken Seiten daher im Rationalitätsgebiete (F,, Fj, ...) einen Faitnt 
gemeinsam. Setzen wir nun als bereits bekannt voraus, dass t\ ii 
diesem Gebiete irreduktibel ist, so wird /^ ein Teiler von ipi aeiiii 
d. h. ea wird 

»,(j:; F„ ...)-f,(z; V,, K. , . . .) V, (S n,n,--)- 
Nach der Methode des vorigen Paragraphen findet man, dass auch 
/■,(j;;Fa<, Fj,...) 
1 Teiler von qn^ ist; also, da f\ irreduktibel sein sollte, dass 

,f,{j:;y„...)-Jjj,{^;y,w,\V„...).xb;r„...). 

Das widerspricht dem (Jnstande, dass der Grad von tp^ kleiner als dei 
von /'j ist. 

Die Funktion /, ist also iui Bereiche {V^, V^, .,.) rational, wenn 
es /', in (Fj, Fg,...) ist. So kaun der Beweis bis auf die offenbai 
irreduktiblen Faktoren :c — 3-a zuriickgedriingt werden, 

§ 313. Ferner ist zu beachten, dass bei den Produktbildungen 
z. B. bei _^ 

"^//"iC^; T'jw/-, Fs, F„ Fj,...) 


m 
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dann aus den j>;;,, Faktoren f\{x'^ F;»,, Om,,..) ein Produkt, in wel- 
chem F,ft, verschwindet, und auch F,„, + i, ., . F„^_i noch ver- 
schwinden mögen: 

und fährt in dieser Weise fort, so •erhält man, wenn alle 
Wurzelzeichen F^, Fj,, ... V, durch die Produktbildungen be- 
seitigt sind, eine Funktion des Grades n 

/•(*•; gr, 31",...), 
welche, gleich Null gesetzt, x^ zur Wurzel hat. Der Grad 
von /(x) ist gleich 

d.h. gleich dem Produkt der niedrigsten äusseren in iCp, /i, 
/a,... auftretenden Wurzelexponenten. Jedes /« ist im Ra- 
tionalitätsbereich (F„„,F,^^_^^,F,,...;at',3i",gii'",...)irreduktibel. 

Lehrsatz VI. Ist eine irreduktible Gleichung vom Prira- 
zahlgrade^; algebraisch auflösbar, so wird der äussere Wur- 
zelexponent gleich dem Grade p der Gleichung-, ausser ihm 
giebt es keinen weiteren äusseren Exponenten; es wird das 
Gleichungspolynom folgendes sein: 

Lehrsatz VIL Treten in dem Ausdrucke von a;^ mehrere 
äussere Wurzelzeichen auf, so kommt das Produkt aller zu- 
gehörigen Exponenten als Paktor in w vor. 

Denn in I I(x — Xk) kann ein F nur dann verschwinden, wenn 

* 
alle seine Werte F, Vco^ F«^, ... symmetrisch darin auftreten; bei 

einem äusseren F kommt dies nur vor, wenn wirklich die entsprechen- 
den Faktoren für dieses F gebildet werden. Denn wenn F^, F« zwei 
äussere Wurzelzeichen sind, so wird man 

setzen können. Enthielte nun das Produkt 
P) iJ[^ - (^0 + <A Fl 0)/' + G, V,'(o,^'^ + ...)] 


.— 1 


k=0 


kein Va mehr, so würde es nach § 212 mit dem Produkte 
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Pc—l 


'a 


JJlx - (i/o + H, F„*cj* + i/, Vj!al' + . . .)J 


:=0 
Pa—^ 


JJ[x - (G^'+ G'!^ V, + &i*' Fl* + . . .)J 


*=0 


j" 


I 


^l>erein8timmen. Da sämtliche Faktoren beider Ausdrücke in x linear 
sind, so folgt aus dieser ÜbereinstimmuDg auch die der Faktoren, 
d. h. es wird z. B. 

Verbindet man hiermit die Definitionsgleichung von F^, nämlich 

B) F/'^-i^,(F2,F3,...F,5 9fl',...)«0, 

80 würde nach dem ersten Lehrsatze entweder folgen, dass F^ eine 
rationale Funktion von Fg, F3, ... 91', 31", ... ist, und das ist un- 
möglich, oder dass 


G^o-ö?\ GA-G'^, ö,«?*-^^« 


l(«) 


• « . 


wird. Da nun Gy aus Gy entsteht, indem iö^bl F« mit einem o« 
multipliziert, so folgt durch Potenzieren mit Pt laicht, es müsse 

-. sein, wo Ky kein F« mehr enthält, und ferner müsse Pa'^lh werden. 
Dann wird 

Da Va ein äusseres Wurzelzeichen ist, kann man die Anordnung der 
V so treffen, dass « = 2 wird; demnach ist es möglich, auf F3 so- 
gleich V^,V^ folgen zu lassen, indem man als Definitionsgleichung 

einführt. Solche Reduktionen können wir aber als von vornherein 
durchgeführt annehmen. Im Produkte P) kann daher F« nicht ver- 
schwinden. 

§ «^16. Wir untersuchen jetzt die Änderungen, denen x^ unter- 
liegt, wenn mau zu den Wurzeln F„ F3, ... F^^^i, welche bei der 
ersten Produktbildung wegfallen, irgendwelche entsprechenden i?« 


ten 


ten 


Ä''") ...i?,«,-!*«*^ Einheitswurzeln als Faktoren hinzufügt. Es mögen 


hierdurch in 


ni. 


übeigehen und ^1 ' 


V;%-1) 


^si) Vp 9oi 9xi "' 9pi-i 
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in " ■ II 

l,.= .'/o + *'i + ?. «'i" +.-- + S,„-iV 
Da nach g 2113 hierbei die (ieBamtbeit der Wurzeln x,„ x^, ...r, 
ungeündert bleibt, no wird das aus |„ durch Einfiihrung vou t\, b 
«/(■[, ... gewonnene System von Wurzeln ^, |,, S^, ... lp,~i 
jenem Itbereinstimmen. Wir können daher setzen 


wobei I 


erhält mau 


, oj'i'j oj'i", , . . bis auf die Reihenfolge mit den Einheitswurwlfi ^ 
a,', ... Ilbereinatimmen. Durch Addition dieser <.il eichungeil ^ 


'o-^ü 


es bleibt daher-C'^ »on alleu in 1',, 1„, ... i',i,, — i auagefTihrten Wert- 
änderungen unberührt, d.h. G^ ist rationale J''unktion von I'.,,,, V^,,^ 
Sf, M", . . allein. Im Falle vou irreduktiblen Primzahlgleichungeii, 
iu denen V,„^, ... T, nicht vorkommt, ist also G„ rational im ursprBniJ- 
Uchen Rational itütsbereiche (3t', SR", SR"',...). 

Weiter erhält man die Gleichung 
i>i-''i = G„(l+«,-' + «.-'+--) + I''i(w', + w';(o,-' + "!%-' + ■■■) 

4- 

In dieser verschwindet der erste Summand der rechten Seite. Wir 
schreiben dieselbe Gleichung mit abkürzenden Bezeiehnuugen folgender- 


«) y, = <i, V, + jij K,^ + .% v;-' +..- 

Die 2>i^ Potenz derselben wird, wenn wir die Definitionsgleichnugen I 
berücksichtigen, folgende werden 


= -f. (''. 


^ 4i + ^, Fl + ^j Vi*+1 


IV 


'F,(V.,, V,, 


. n;1R',...) = 0, 


) folgt aus dem ersten Lehrsatz, dass entweder 


Kj rational i 
ist, oder dass 


"■ = ^„, ^, =0, 
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Wir betrachten die erste Möglichkeit. Bei der rationalen Dar- 
bellung von J\ durch F^, v^, ^^a» ^a? ••• können nicht alle r^, tj, ... 
> rtfallen, da sonst V^ rational in Fg, Fg, ... F,«,, ... wäre, was nicht 
ngeht. Es wird demnach in 

in äusseres F„ und ein äusseres r^ vorkommen («, /J<wi,). Im Ba- 
Lonalitätsbereiche ( F„,, , F„,, + 1 , . . . F,.-, 9i', 91", . . .) ist Xf^ eine W urzel der 
•reduktiblen Gleichung 

tFt 
/;(a;;F„„,...)^JJ(a;-rrA.)-=0 

om Primzahlgrade 2h' Da rr^ aber zwei äussere Wurzelzeichen F«, Vt 
nthält, so ist dies nicht möglich (Lehrsatz VII). Die erste Annahme 
luss folglich verworfen werden. 

Wir haben demnach anzunehmen, dass 

ei. Zu der Gleichung 

elangte man durch Potenzierung von a). Dies ist nur möglich, wenn 
ie rechte Seite von cc) ein Monom in Beziehung auf T'^ ist. Daher 
at a) die Form 

id daraus erhält man 

= //„ + <2iG, F.'- + //j (ii,ö^ r/)* + . . . = G„ + <?, T'i a»'i + ^ü T7ö',* +" . • • 

sr erste Lehrsatz zeigt, dass die Glieder mit gleichen Exponenten links 
id rechts einander gleich sein müssen; speziell wird 

Iiolirsats vm. Die Umwandlung von Fg, Fj, ... F,„,_t in 
«J, r,«^, ... F„„_,ai;:,_, fahrt Fr in ein ((J.Fi)"' über. 

§ 217. Die durch «") ausgesprochene Umwandlung führt GaVi 

9 

' '"^ <,„t;,«=i/<,(«'i^ftF,0« = </.i»l^«Ö?Fi'". 

ietzt 

wird Ö«F" in G;i„TV^ übergeführt werden, wo A« durch die Kon- 
eiiz 


ra 


254 Zweiter Abschnitt. Anwendung der Substitutionentheorie. 

« 

bestimmt ist. Dieses Resultat weist darauf hin, eine primitiye Wunel 
g (mod. Pi) einzuführen und zu setzen 

Dann wird die Reihe ,. j. ,> p 

mit der Reihe v a V* a V^ a .Vp»-^ 

Übereinstimmen, und wir erhalten 

Die von uns betrachtete Wertänderung «") der T^g? ^ 8> ••• ^"«,-1 ^^^^ 

dann den Effekt 

Ji^' in üi^ii.x 

umzuwandeln, wo x durch die Kongruenz definiert ist 

g^ X (mod.pi), 

und a + x^ wenn es grösser als Pi — 2 sein sollte, durch seinen kleinsten 
nicht negativen Rest mod. (p^ — 1) zu ersetzen ist. Hält man die» 
fest, so kann man sagen, dass der Reihe nach durch a") 

I) JRo\ Ri\ Ri^ ^ ... iJ^J— 2 

in 

übergeführt werden. 

Die a -malige Anwendung derselben Wertänderungen ruft aus I) 

111) -tiaxj J^ax + lj -"«>f4-2> ••• -^«x-fp, — 2 

hervor. 

Existiert eine andere Wurzeländerung, durch welche -Ry ' in 2?^+« 
umgewandelt wird, so führt diese 1)' durch /3- malige Anwendung in 

Über. 

Wendet man endlich die erste Operation a-mal und die zweite 
/)-mal an, so gelangt man von I) zu . 

In der Reihe I) sei nun Ry,' dasjenige Glied, welches unter den durch 
Wurzeländerungen von F2, F3, ... F„,,_-i aus i?J' ableitbaren den 
kleinsten Index hat; JB/^' sei ein anderes, durch eine Wurzeländerung 
aus RS' ableitbares. 

Dann kann man durch o;- malige Anwendung der Operation ^ welche 
zu i?y', und durch /3- malige der Operation, welche zu Rf^' führte, auf 
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kommen. Bestimpit man a und ß derart, dass 

den grössten gemeinsamen Teiler von x und (i giebt, so erkennt man, 
dass v = x, also ^ ein Vielfaches von x ist. Alle von US ans erreich- 
baren Terme von I) sind also 

TfPi -pPi T>Pi J>Pt 

Der letzte Term bestimmt sich durch die Bemerkung, dass eine noch- 
ttialige Anwendung derselben Operation von ihm zum ersten Term 
zurückführen muss. Wir sehen somit: 

Lehrsatz IX. Die Anzahl der Werte, welche 

R'^' ^ Vi" 
dadurch annehmen kann,' dass die Grössen F21 ^\f ••• ^'\ — i 
mit willkürlichen ^2*^", jDg*^'', ... i^w,~i*^" Einheitswurzeln 0J2, 
<Ö3, ... co(,'u^ — i multipliziert werden, ist ein Teiler von Pi—\. 
Diese Anzahl ist gleich dem Grade der Gleichung 

deren Koefficienten rational in F„,,, V,„^^ ... sind. Es giebt 
eine Art der Umwandlung von T^^? ^3? ••• Vm, — !^ durch deren 
'wiederholte Anwendung auf Vf' diese Grösse in alle ihre 
Werte übergeführt werden kann. 

§ 218« Die Formel a") aus § 216 zeigte^ wie bei einer gewissen 
Umwandlung von Fg? ^s? ••• ^»/i,— 1 ^^r Term V^ sich verhält. Er 
geht in 

über. Daraus kann man erkennen, in welche der Wurzeln .^0, r^, ... iTp^^i 
hierbei x^ verwandelt wird. Wir haben nämlich 

'%-Go + T\ + G,r,' + G,V,^ + ,.. 

Diese Werte werden durch «") in diejenigen derselben jReihe um- 
gewandelt, in denen die Glieder 

(^\GxT\\ (o\(o,GxV^, io\^,^Gxr,\... 

vorkommen. Wäre z.B. ^ ,, ^, 

30 würde durch a") der Wert Xa in x^ umg^wandielt werden: 
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§ äl9. Wir untersuchen imu folgende Falle: 
1) Gesetzt, zwei Wurzeln Xa und Xft blieben bei der yurgeuui 
iiieiicn Änderung ungeruidert; daiiu wäre «ach dem vorifijeii Paragrajili 


und daraus würde sich ei^eben 

(«-^)Ä=:(«-,S) {mod.p,), 

W'j = 1. 

Es wörde also in a") keine Einheitswurzel auftreten und mit .t,, 
bliebe jede andere Wurael uugeandert. 

II) fiesetzt, eine Wurzel a'u bliebe nngeiinderl, während a;,^] 
aip filiergehen soll. Dann hiitte man 

a^" .atl'=^a^"', a^''+'a'^' = 0)^f 
hieraus folgt ,. ,, 

W| = 01,'''-'''', 

oder nach Gauas'scher Bezeichuuug 


■1 - : 


1 


(mod.j)0. 



Ctiuge nun iCy über in T,i, so wäre 

also , .. 

S^----{y~u) + al (mod.j),), 

d — (ß — a){y — a) + tt (mod, jii) , 
so dass Xy in r(j(_„)(^_n)+„ übergeht. 

III) Gesetzt endlich, keine Wui-zel bliebe ungeiUidert und <J: 
ginge Xfl in a.^ und a'j in z^ über. Dann hiitte uiaii 

w,"«;^ ->,«'■ (« = 0, 1, 2,... ;,,-■]), 

and es folgte aus den letzten beiden Gleichungen 

(E~y)k = (d-ß) (mod. }i^) , 

^-f^,. (mod.j.,); 

aus der ersten Gleithung ergiebt sich weiter, dasa 


Tß — y)A nicht ^^a — ^ (mod.^J, 

ii(b-)<-c> + |«) „ -fl-ßt (mod.p,) (ri-0, 1, 
Dies letaterf ist mir möglich, wenn gleielizeit.ig 
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I E^y + ä — ß, yd nicht ße (mod.pj); 

zweite dieser Bedingungen ist infolge der ersten von selbst be- 
ledigt. Denn es ist 

!is-ß'-{y-\-ä)ß + yd- (ß ~ y) (ß - S) nkht - (mod.jJi). 

Lehrsatz X. Nimmt man in dem Ausdrucke fQr x^ irgend- 
eiche Umwandlungen von V^, l'^, ... I',„, _i vor, welche derart , 
^schaffen sind, daaa zwei der Wurzeln Xg, x,, ... Xp^—j aieh 
icht ändern, so bleiben sie sümtlich ungeandert; wenn nii 
, imgeiindert bleibt, während x^ + i in x,, übergeht, so ver 

«adelt sich jedes 

Xy m a:L,_„n,._„n.„; 

«nn keine der Wurzeln uageändert bleibt und dabei Xa in 
t übergeht, dann verwandelt sich jedes 

Xy in Xy^^i^a- 

^ 220. Eine wichtige Anwendung hiervon iiuf irreduktibie auf- 
»sbare Gleichungen vora Primzahlgrade ist folgende: Es besteht keiü 
"b,,, K,,,, -f 1 , . . . mehr; alle Umwandluugen, welche ana Änderungen 
Dn l'j, l'a, ... r„,,_i entstehen, sind gewissen Substitutionen unter 
en Wurzein x^, a.',, ... JJj,, — i äquivalent; umgekehrt kann jede Sub- 
;itutiou, welche unter den Wurzeln möglich ist, durch solche Um- 
audlungen von Kj, i',,, ... I',,, — i erreicht werden. Denn diese bieten 
ie einzige Möglichkeit zu Vertauschungen der Wurzeln untereinander, 
lieraus folgt, dass die Substitutionen der (Jruppe (' der Gleichung 
tle Wurzeln iingeSndert laasen, sobald zwei Wurzeln ungeändert 
leiben, dasa sie also entweder alle ji, Elemente umsetzen, oder ^i,— 1 
ier gar keins. Im ersten Falle uehmen die Substitutionen die fie- 

S_-=|y y + ß-a .^ly y+x\ (mod-yj, 

1 zweiten Falle die Gestalt 

l^ y ljJ-«)(j'-«) + ß(--.r f-y + l^ (mod.^i,). 

ir gelangen also damit zu der Grup|>e der Galois'schen Gleichungen. 

IJehrsatss ZI. Jede irreduktibie auflösbare Gleichung eines 
-imzahlgrades ist eine Galoia'sche Gleichung (im weiteren 
rine, so dass auch Abel'ache Gleichungen darunter verstanden sind). 
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Vierzelmtcp» Kapitel. 
Die (inippe einer algebraischen (ileichnii^. 

§ 221. Wir sahen bereits im neunten Kapitel § l.'i2, daaa jede! 
spezielle Gleichung durch eine einzige zwiachen ihren KoeffieieuteL 
oder zwischen ihren Wurzeln statt tindeude Beziehung yöllig cbink- 
teriaiert werden könne. Ea sei etwa für /'(^■) = diese Beziehung 

9)(a;,, x^, ... a;,)-0. 
Dann zeigte sich ebendaselbst, dass nicht eigentlich die Fuuktioii, 
sondern dass die Gattung derselben das Charakteristische ist; dem- 
nach kann die zur Gattung gehörige Gruppe G vüllkommen die FnnV- 
tion q> vertreten. Unter den Wurzeln der Gleichung sind nur die lut 
Gruppe G gehörigen Substitutionen niögbch. Es wurde der Haupt 
satz bewiesen, welcher charakteristisch für die Gruppe ist: 

LehrsatB I. Alle im Rationalitätsbereiche von /'(x) = ra- 
tional darstellbaren ganzen Funktionen der Wurzeln dies« 
Gleichung bleiben für die Gruppe fr der Gleichung ungeäii' 
dert, d, h. sie gehören zu ihrer Gattung oder stehen unter 
ihr; und umgekehrt lassen, sieh alle für die Substitutioneu 
der Gruppe G ungeündert bleibenden Funktionen rational 
ausdrücken. 

Wir werden wegen des genauen Zusammenhanges, der zwiscbai 
eiuer Gleichung und ihrer Grujipe besteht, die Ausdrücke „transitiv", 
„primitiv und imprimitiv", „einfach und zusammengesetzt" von den 
Gruppen auf Gleichuugen übertragen. Es sollen also Gleichungen 
transitiv, primitiv oder imprimitiv, einfach oder zusammengesetzt 
heisaen, weun ihre Gruppen die entsprechenden Eigenschaften besitzen; 
umgekehrt werden wir die Benennung „auflösbar", welche der Theorie 
der Gleichungen entnommen iafe, auf die Gruppen übertragen und von 
auflösbaren Gruppen als von aolchen sprechen, deren Gleichung eioe 
auflösbare ist. Da aber zu einer Gruppe unendlich viele Gleichungeo 
gehören, so wird diese Einführung zu ihrer Rechtfertigung des Satzes 
bedürfen, dass die Auflösung aller zu derselben Gruppe gehörigen 
Gleichungen durch die einer einzigen unter ihjien gegeben wird. Dinser 
Satz wird später in der That bewiesen werden (Lehrsat?. V), 

Zuerst wollen wir versuchen, die Eigenschaften der Gruppen in 
äquivalente algebraische Eigenschaften der Gleichungen zi 
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Wir wisaen bereits aus § 154: 

IiAiTsatK H. Ist eine (ileichung irreduktibel, so ist ihre 
rTujjpe transitiv und umgekehrt: ist die (Jruppe einer Glei- 
liaiig transitiv, so ist die Gleichung irreduktibel. 

§ 222. Um die Fi-age zu beantworten, wie eich die Iinprimitivißit 
er Gruppe als Eigenschaft der Gleichung ausweist, erinnern wir an 
äe Behandlung derjenigen Gleichungen, welche irreduktibel sind, und 
'ei denen eine Wurzel eine rationale Funktion einer andern ist. Die 
■ leichung vom Grade m.7' zerlegte sich in v Gleichungen vom Grade 
», deren Koefficienten rational durch die Wurzeln einer Gleichung 
■*" Gradea sich ausdrücken Hessen (§ 170). Zu einem ähnlichen Re- 
Ultate werden wir hier gelangen. 

Angenommen, die Gruppe G der Gleichung f{x)~Q aei impri- 
nitiy; dann können die Wurzeln deraelben in v Systeme von je m 
'Vurzeln geteilt werden 

-1,1, ^i,!, ■■-^i.n,; ^t,ii ^a.s, ■■•3'i.m'i ■■ • ■''•V, 1, a^r.», ...a:,.,™ (v .m^n) 
lerapt, dass jede Substitution der Gruppe, welche eine Wurzel eines 
Systems in eine solche eines anderen umwandelt, alle Elemente des 
'rsteren in alle des zweiten überführt. Wir betrachten jetzt' als Reaoi- 
■"ente eine beliebige symmetrische Funktion aller der Wurzeln, welche 
in ersten System enthalten sind, 

1) »/i=5'(a;i.i, a',,i, ... x,.^), 

ind wenden, um die Anzahl ilu-er Werte kennen zu lernen, auf S 
lle Substitutionen von G an. Da die Gruppe fi iuiprimitiv ist, sn 
*hen alle Elemente a;i,i, x,,3, ... x,,,,, entweder nur in sicli selber, 
der gleichzeitig in die eines anderen Systems über; es giebt also 
nr noch (v — 1) Werte von y, nämlich 

Ij/ä = iS (xa , I , Xi,i, ... Xi.,„), 


\ ?/v=S'(j-V,t, X.^i, ... X,..,n). 

olglich hängt y von einer Gleichung w**" Grades ab 

3) 'p{y)-o, 

jren Koefflcieuten füi- alle Substitutionen von G ungeändert bleiben 
ad daher nach Lehrsatz 1) rational bekannt sind. Ist ?' (»/) = gelöst, 
h. sind alle ihre Wurzeln ?/;, t/j,, ... y, bekannt, so kennt man ancli 
le symmetrischen Funktionen, welche aus denW'urzeln der einzelnen 
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Systeme gebildet werden können. Bezeichnet man insbesondere die 
elementaren symmetrischen Funktionen von ^'a,i) ^«,2? ••• a?rt,n,niit 

die Gleichung, von welcher die Grössen a;a, i, ^a,2, ••• ^a^n abhängen. 
Daher entsteht f(x)^0 durch die Elimination von y aus 3) und 4) 
und es wird 

r 

/•(a:)i :J7[a^"-Äi(ya)a;"'-' + Ä,(y«)x"'-*-...±-S„(y.)] = 0. 

Geht man umgekehrt von diesem letzteren Ausdrucke, dem Eli- 
minationsresultat von y aus 3) und 4) aus, so ist die zu /*(ä;)=0 
gehörige Gruppe imprimitiv, falls 3) und 4) als irreduktibel voraus- 
gesetzt werden. Denn wir bilden zuerst eine symmetrische Funktion 
der Wurzeln von 4); diese ist rational in y«. Wir können sie daher, 
unter F eine rationale Funktion verstehend, gleich F(y„) setzen. Ferner 
bilden wir das Produkt 

5) [»-F{y,)][u-F(y,)]...[u-F(i,;)] 

für alle Wurzeln von 4). Dieses Produkt ist dann rational bekannt; 
denn seine ' Koefficienten sind symmetrisch in y^, J^g, ... J^v und abo 
rational durch die Koefficienten von 3) ausdrückbar. Nach dem ersten 
Lehrsatze bleibt 5) somit für alle Substitutionen der Gruppe ungeändert; 
die Gruppe muss infolgedessen die symmetrischen Funktionen von 
^a,i, 3Ca,2) ..• ^a,n in die Symmetrischen Funktionen eines anderen 
Systems umwandeln, d. h. imprimitiv sein. 

Lehrsatz m. Die Gruppe einer Gleichung vom Grade 
w = mi/, welche durch Elimination von y aus den beiden irre- 
duktiblen Gleichungen 

3) 9(jf)^y"-Ar^' + '"-o, 

4) o^'-S^(y)af»^-'+S,(y)x-^-'^... + Srn(y)'-^0 

entsteht, ist imprimitiv, und umgekehrt ist jede Gleichung, 
deren Gruppe imprimitiv ist, das Resultat ein-er derartigen 
Elimination. 

§ 223. Die Eigenschaften einer Gleichung, deren Gruppe zu- 
sammengesetzt ist, treten nicht in so übersichtlicher Weise heraus, 
wie dies bei der Transitivität oder bei der Imprimitivität der Gruppe 
der Fall ist. Man kann jedoch das Problem der Gleichungslösung 
durch ein anderes, ihm äquivalentes ersetzen, bei dem auch die 
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Eigenschaft der ZusaiumeüBetzuiig oder der Kiufachheit ihrer Gruppe I 
l-«icht übersehbare Kiuwirkimg auf die Gleichuug selbst haben. 

Wir brauchen niimlicb an die Stelle der allgemeinen Gleichung 

6) . ^ /■(!)_ 

t»ur diejenige zu setzen, welche ihre Galois'sche Resolveiite liefert 

7) m)-0, 

t«m das Gewünschte zu erhalten. F(£) ist irreduktibel. 

Wir wollen deshalb zuerst diese letztere Gleichung und ihre 
Eiigen Schäften einer genaueren Untersuchung unterziehen. 

Ist eine allgemeiDe Gleichung 6) gegeben, so existiert eine liueara i 
mit Hilfe von n unbestimmten Parametern gebildete Funktion dal 
"Wurzeln voo 6) 

8) §,--«,a:, + «,3;, + ... + «,a:„ 

■welche «! Werte besitzt, so dass jede Substitution der zu 6) gehör 
Bjrnimetrischen Gruppe G von j:,, x^, ... 3:„ einen anderen Wert 

liervorruft. Diese durch G hervorgerufeueu Umsetzungen zwischen 1 
$n ^si •■■ t"! bilden eine Gruppe unter den «I Elementen |, welche f 
wir mit F bezeichnen wollen, r ist einstufig isomorph zu G:, ee ist | 
die Gruppe von 7). F hat die Eigenschaft, dass ihre Ordnung ihrem 
Grade gleich ist, was entweder aus ihrer Bildung oder auch daraus 
geschlossen werden kann, dass alle | durch jedes beliebige unter 
ihnen rational darstellbar sind. Die Gleichung 7), welche identisch mit i 

70 (l-SO(£-l,)... (1-1.0 = I 

ist, bedarf deshalb zu ihrer vollkommenen Lösung nur einer einzigen 1 
Wurzel. ■ 

Die Lösung von 7) ist äquivalent mit deijenigen von 6). I 

Es fragt sich, wie sich diese Verhältnisse modifizieren, wenn maq 1 
Von der allgemeinen Gleichung 6] zu einer speziellen übergeht. EineJ 
jede solche wird durch die Hinzunahme einer einzigen Relation unter I 
den Wurzeln I 

9) (pf^i, ^i, ... a:,)-U 1 

charakterisiert. <p mag Kur Gruppe G der Ordnung r gehören. Dann I 

dürfen unter den Wurzeln nur diejenigen Substitutionen angewendet I 

werden, welche zu G gehören. Denn wenn eine Substitution gestattet! 

wäre, welche w iu , , . ,, I 

ip (-'"i) ^j •■- ^") = " I 

änderte, wo y' von ip verschieden ist, so wären auch alle Funktionen von 1 
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«gi(j;,, j:,, ... X,) + ß(p'(Xt, Jj, ... X„) 
raliiiiial bekannt. Der hierdurch bestimmte Rationalitätsbereich wtre 
umfassender als dei' durch ^) gegebene. Folglich würde 9) nicht tili 
Beziehiiiigeij, die /.wischen den Wurzeln bestehen, iu sich »cbliesso. ■'■'I 

Man kaiiu nun auf zweierlei Arten ■/,» der Uesolvente unsem be- 
sonderen Gleichunj^ kommen. Entweder man geht von 

aus, wendet auf 5i B.]]e r Substitutionen von G an, erhält 

i„ i,, S„ •••S, 

lind bildet die Besolveute r*'" Grades 

10) J',(5)^.(i-y(|-J,)...({-|,)_o, 

oder man geht von dem fertigen Ausdrucke für J^(|) aus, der nutet] 
7), 7') aufgestellt war, beachtet, dasa derselbe reduktibel wird, neM 
man 9) adjungiert, und daas i'i(s) einer seiner irreduktibleo Tflils 
wird. Die übrigen Teiler werden, ebenso wie F,{S) vom Grade r|] 
sie unterscheiden sich nur durch die Konstanten « von einander. Jei« 
entsteht durch die Multiplikation aller Faktoren (| — 1„), welche diirtli 
die Anwendung der Gruppe fr aus einem einzigen unter ihnen bu'' 
stehen. Die Gruppe von 7''j('§) = 0, als Gruppe unter den | aufgeftüst, 
ist vom Grade und der Ordnung r; sie ist einstufig isomorph zu iti 
Gruppe G des Grades n und der Ordnung r, welche zu ^ gehört. 

Die Gruppen aller Faktoren i^, (S), ... Ton .F(6) sind daher uur 
durch die Bezeichnung von einander unterschieden. 

Lehrsatz IV. Ist eine spezielle Gleichung /'{j;) = durd 
die Gattung von 

9) 9)(^n Xi,...x„) = 

charakterisiert, deren Gruppe G die Ordnung r hat, ao zb^ 
fällt die allgemeine Galois'sche Resolvente in p = -- Paktoiea 

deren jeder als Galois'sche Resolvente der speziellen Gl*'" 
chung gelten kann. Alle Wurzeln von 10) sind rationali 
Funktionen jeder einzelnen: durch diese können alle WurzeU 1 
von f{x)^0 ausgedrückt werden. Der Übergang von /"(iE)=0 
zu J^j(|) = ist identisch mit demjenigen von G zu der ein-l 
stufig isomorphen Gruppe -'i (§ 122). 

Da bei der Bildung von 10) uur die Gruppe, nicht die spezielle 
Natur von 9) entscheidend ist, so gehört dieselbe Resolvente zu allen 
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Oleichiingen, welche durch FmiktioneB derselben Gattung charakteri- 
siert sind. Ist eine von diesen gelost, so ist j:,, x^, .. x„ und damit 
5, bekannt; also ist 10) gelöst und damit jede andere derartige Glei- 
cbuug. Wir erhalten also den Beweis Für den in § 221 ausgesproche- 
nen Satz: 

LehrsatB V. Sind zwei Gleichungen/', (jr) = 0, /j(a:)-=0 durch 
Wiirzelbeziehungen ij',=0 respektive ^3 = charakterisiert, 
welche zu derselben Gattung gehören, so zieht die Änflösung 
der einen diejenige der anderen nach sich. 

Ü 234. Wir haben in froheren Kapitelu Fälle behandelt, bei 
denen in der That derartige Wurzelbeziehungen entweder direkt ge- 
geben oder leicht aus der gestellten Aufgabe herauszulesen waren. 
HSulig liegt die Sache aber so, dass nicht direkt eine bekannte Funk- 
tion i'(j-|,..,x„) zur Adjungieniug vorliegt, sondern dass injplicit, 
sla Wurzel einer Gleichung, auftritt, welche als auflösbar angesehen 
wird. So ist z. B. bei dem Problem der algebraischen Auflösung ? 
öleichungen die Kilfsgleichung von der einfachen Form 

hierbei wird y als bekannt angesehen, d. h. wir erweitern d 
Bationalitiitsbereich von f{x) = derart, daas wir eine jede rationale 
Funktion der Wurzeln ihm adjungieren, sobald eine Potenz dieser 
Punktion dem Bereiche angehört. Von einer wirklichen Lösung der 
Gleichung ist nicht die Rede, 

Es erscheint angemessen, dass, wenn man eine irreduktible 
flilfsgl eich nag als auflösbar ansieht, uicht eine Wurzel ^ derselben zu 
f(x') = G adjungiert wird, sondern dass dies mit sämtlichen Wurzeln 
der Hilfsgleichung geschieht. Dies sind die verschiedenen Werte, welche 
lif (3"[ ,...«,)=■ ^1 im Eiitionalitätsbereicbe von f'(x) = aimimmt. Denn 
um die Hilfsgleichung zu linden, der 4'i als Wurzel genügt, wenden 
wir auf iij alle r Substitutionen der Gruppe von G an und erhalten 
z. B. »» Tou einander verschiedene Werte 

11) ^n l^ai ^a^ ■■ • '>'"•■ 

Die symmetrischen Funktionen denselben sind im Rationalitätsbereiche 
von f(x) = bekannt; also auch die Koeßicienten der Gleichung 

12) <;(*):rr(^-^,)(^(,-,f.,)...(^-^,„) = 0, 

und 12) ist die gesuchte Hilfsgleichung, deren Lösung als bekannt 
angesehen wird. 

Nun ist die durch die Gruppe G respektive eine zu G gehörige 
Funktion ifi(x^,... 3;,,,) charakterisierte Gleichung t'(x) ^ gegeben. 


2f)4 Zweiter Abschnitt. Anwendung iler Siibatitutioncntheorii 

Ihr adjuugieren wir alle Wurzeln voii 12), oder, was dieselben Dieusi« 
leistet, die eine lineare Kombination jener m Wui-zelii 
j; -= a, i;., -I- «3 1(), + . . . + a„, ^„,. 

Es trugt sich, wie daraufhin die Gruppe von /'(a:')=0 
staltet. 

Die adjuugierte Funktioneiigattun^ war vorher <p ; jetat ist sie 

9" + Z = * + "i *'i + «a^'s + ■ - ■ + "u-i;,.- 
Die Gruppe war vorher G; jetzt ist es diejenige Untergruppe vonC, 
welche gleichzeitig auch in den Gruppen von >i.\, li-^, ... i'„. entlwlteii 
ist. Wir bezeichnen diese Gruppen von i/i,, (l-j, ... ^,„ der R«üi 
nach mit H H H 

Die grösste diesen m Gruppen gemeinsame Untergruppe sei K. Mm 
gehört K zur Funktion j;. 

Wendet man nun auf die Reihe der ii^, it^, ... Vm die Substitih 
tionen von (i an, so reproduziert sich die Reihe bis auf ihre Änotä- 
nung; denn if,, ... tff,,, sind ja alle und nur diejenige» Werte, die iM 
^1 durch Anwendung von G hervorgehen; also reproduziert sich aMi 
die R«ihe der H^^ //;,,,,. 7/,„ bei Transformationen mit Substitution^ 
von (r, und deshalb iindert sich K nicht, wenn man es durch G trwiä- 
formiert. Man hat also die Gleichung 

G-'KG = K. 

Mit r beKeichnen wir weiter diejenige Untergruppe von tf, welche in 
K enthalten ist; sie gehört demnach au f> + x\ sie charakterisiert ^ 
Gattung, welche zu f(x)^0 nach der Adjunktion sämtlicher Wumlt 
von 12) gehört'. Wie K, so ist auch F mit G vertauschb«r; 
r ist eine ausgezeichnete Untergruppe von G und zwar du 
um&Bsendste unter denjenigen, welche gleicbz«itig in Ej, Hg^...Bt 
enthalten sind. 

Eieraus ist noch zu schliesseu, dass G eine zusammeugesetit« 
Gruppe ist; doch findet dies nur statt, wenn sich T nicht auf die Ein- 
heit reduziert; denn eine ausgezeichnete Untergruppe, die gleich 1 irt, 
deutet noch nicht auf die Zusammensetzung einer Gruppe hin, 

Ändei-erseita erkennen wir, dass, wenn G einfach ist, P aioh 
bedingt gleich der Einheit ergeben wird; dann redu;(iert sieb die Gropp* 
von f(x) = durch die Lösung von 12) auf 1, d.h. es sind nach der I 
Lösung von 12) alle Wurzeln von (X^)^(l bekannt, oder auch: durdi ' 
die Lösung von 12) wird l{x)^0 gleich&lls gelöst. Dies lie fert W-jl 
genden Satz; ^^^^H 


Vieraelintea Kapitel. Die Gnipiie 


r algebraisdieii ('Icichiing, 


265 


Iiehieats VI. Ist eine beliebige Gleicliuug /{x)-^i) mit der 
ruppe G gegeben und adjungiert man ihr sümtliche Wurzeln 

11) *,, K'a, %, ■■ ■ «'.„ 
iner irreduktiblen Gleichung *w"" Grades 

12) ffit) r'-Ar'-'-\-...^0, 

.eren Koefficienten rational im Rationaiitätsbereiche von 
(x) und deren Wurzeln rationale Funktionen von .'[, m:,, ... j', 
ind, 30 reduziert sich G auf die höchste ausgezeichnete 
'ntergruppe F vou f?, welche Vi, "i's) ■■• %'•,. ungeändert lässt. 
at G eine einfache Gruppe, so wird r= 1. Nur wenn G zu- 
immeugesetzt ist, kann man durch Auflösung einer Hilf's- 
leichung die Gruppe auf eine von der Einheit verschiedene 
ntergruppe reduzieren und damit die Resolventengleiehung 
1 nicht lineare Faktoren verlegen (vergl. § 196). 

§ 325, Wir verweilen einen Augenblick bei diesen Resultaten, 
t die allgemeine Gleichung n"" Grades f(x)^() vorgelegt, so hat 
e zugehörige Gruppe G die Ordnung »■=»! und die Galois'sche Re- 
ilventengleichung den Grad n\ Die Gruppe ist uns am mengesetzt; 
e einzige ausgezeichnete TJntei^ruppe iat die alternierende (§ 84), 
immt mau als Resolvente 

o J wie gewöhnlich die Diskrjminante von f'(j:) bedeutet, dami wird 
ie Resolventengleiehung 

12') (/.^-z/ — (1 

üd r wird die alternierende Gruppe, Nach Adjuiigieruug der beiden 
Vurzeln von IS") zerlallt die vorher irreduktible Gaiois'sche Kesol- 
eutengleichung in zwei gleichberechtigte Faktoren des Gradea -j-h!, 
üd die Resolvente 

^st jetzt nur noch Substitutionen zu, welche Y^ nicht ändern und 
so der alternierenden Gnippe angehören. 

Für »>4 ist die alternierende Gruppe einfach. Gesetzt, es gäbe 
ne Wi-wertige Resolvente i^, so hängeo die Werte tii i'ai ■■■'I'«. der- 
ilben von der Lösung einer (Jleichung m'"' Grades ab. Durch die 
djnngierung derselben, oder auch durch diejenige von 

doziert sich nach dem Lehrsatze VI) die Gruppe der Gleichung auf 
e identische Substitution 1. (Dies ist auch daraus ersichtlich, d&BS 


r 
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1 die einzige Substitution ist, welche in den Gruppen von d',, (l'j, ... 
i(|,„ gleichzeitig auftritt.) Die Gleichung f(x) = i* ist demnach gelöst; 
denn es sind alle Funktionen bekannt, welche nur Gruppe 1 getÖrfn 
oder unter ihr stehen. Unsere Untersuchungen aus dem sechsten Ka- 
pitel zeigen jedoch, d^s hierbei eine Erniedrigung des Grades ki 
aufzulösenden Gleichung nicht erzielt werden kann, da för «>4(üe 
Anzahl m der Werte von tf', wenn sie 2 übertrifft, grösser oder gleich 
« ist. Im letzteren Falle wird für »-' 6 stets ^ in (n— 1) 
symmetrisch werden, so dasa wir direkt it'=-ic, setzen und die 
ventengleichung mit der ursprünglichen /"(:e) = identifiaieren können. 

Iiehrsats VII. Die allgemeine Gleichung n^' Grades (h>4) 
wird durch die Lösung einer beliebigeu Resolventengleichung 
von höherem als dem zweiten Grade gelöst. Es gieht jedoch 
keine Resolventengleichungen, deren Grad grösser als 2 udiI 
kleiner als n wäre. Ist n~ 6, so giebt es auch keine vonder 
Gleichung /'(a:) = wesentlich verschiedene Resolventenglei- 
chungen k"" Grades; bei M = 6 gieht es eine solche. 

Es möge ferner noch ein Resultat früherer Unter Buchungen in 
die Form unserer jetzigen Anschauungen gekleidet werden: 

Lehrsatz vm. Die allgemeine Gleichung fünften Gradei 
besitzt eine Resol ventengleichung sechsten Grades. 

§ 336. Wir kehren nach den heiliiufigen Resultaten des vorige 
Paragraphen auf den Lehrsatz VI) zurück und wenden uns zur Unter- 
suchung der Gruppe der Gleichung 

12) g{i') - (V - A) (^ - i/-,) . .. (J/- - li',,,) =0. 

deren Wurzeln 1fl^, 4'-2, •■• ^m sämtlich der Gleichung f(x) = adjun- 
giert wurden. 

Die Ordnung der Gruppe von 12) finden wir am einfachsten duri'h 
die Bemerkung, dass dieselbe gleich dem Grade der in'eduktibleu Glei- 
chung ist, welcher 

'^ = n^i + ri% + . . . + y.„il>.„ 

als Wurzel genüge leistet. Fassen wir a als Funktion von ar,,a^, ..< 
JKn auf, so stellt sich K als die Gruppe von a heraus; /' ist die um- 
fassendste Untergruppe, welche K und G gemeinsam haben. Um sIn 
alle Werte zu erhalten, welche o im Ration alitätsbe reiche von f(x)'=^ 
anzunehmen im stände ist, muas man G auf ra in Anwendung bringen; 
die Anzahl der verschiedenen Werte ist sodann gleich dem Quoti^tes 

aus den Ordnungen *• von G und r' von I"; wir setzen i 
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Man erkeimt daraus, das», wenn die Gruppe (r eiufach, F also 
Tuu der Ordnung »'=1 ist, die Ordnung v der (.iruppe einer beliebi- 
gen UesolventeugleiciiLing mit derjenigen von/'(a^) = wiederum über- 
eiiialimmt, so daas also keinerlei Vereinfachung dadurch hervorgerufen 
wird. 

Zur Gruppe von 12) selbst kommen wir durch die Überlegu 
dase sie alle uiid nur solche Substitutionen unter den iji enthält, welche 
die Natur von f\x)=(\ nicht ändern; wendet man daher auf 

11) ^1, p^, Vg, -.. tm 

die Substitutionen von G an und fasst die Umatelluiigen der -^ als 
Substitutionen zwischen diesen Elementen auf, ao bilden diese Sub- 
stitutionen die Gruppe. Es sind jedoch nicht alle r so erhalteneu 
Substitutionen von einander verschieden; denn jede Substitution, die 
zu r gehört, lasst alle Elemente ^ an ihren Stellen. Auch hieraus 

folgt wieder die Ordnung der Gruppe von 12) gleich i'= ,■ Ebenso 
erkennt man, dass diese Gruppe r'-stutig isomorph zur Gruppe von 
f{x) = (i ist. 

Lehraatü IX. Ist Ö, die Gruppe von f{ir)^<) von der Ord- 
nung *■; besitzt dieselbe eine ausgezeichnete Untergruppe V 
von der Ordnung »■'; reduziert sich ferner (.i auf T, nachdem 
der Gleichung /■(3;) = sämtliche Wurzeln II) von 

12) y{^)-0 

adjuDgiert sind, dann ist die Ordnung der Gruppe dieser 
letzteren Gleichung v^'-j und die Gruppe ist zu derjenigen 
Ton f(x) = f) r'-stufig isomorph. 

Wir kÖimen der Gleichung 12) einen ganz speziellen Charakter 
durch passende Wahl der Kesolvente verleihen. 

Wir wählen als Resolvente eine zur ausgezeichneten Untergruppe F 
gehörige Punktion %• Dann hängt x "'on einer Gleichung des Grades 
V — j ab, deren Wurzeln sämtlich durch eiue einzige unter ihnen ra- 
tional ausdruckbar sind, denn j;,, ](^, ... ji gehören sämtlich zu der- 
selben Gruppe r (§ 101 Lehrsatz IX). Die Gruppe von 12) wird da- 
durch zu einer Grappe Sl gemacht, denn die Gruppe von 12) ist 
transitiv, weil g(e) irreduktibel ist. Wir erhalten somit: 

Iiehrsatz X. Ist G, die Gruppe der Gleichung f{x)=^0 v 
der Ordnung »■; besitzt G eine ausgezeichnete Untergruppe f 


r 
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der Ordnung i'; ist ferner Xi eine zu T gehörige Funktion der, 
Wurzeln x,, x^, ... .c« von /■(.7;) = 0, ao kann man eine irreduh- 

tible üleichung 

f'iz) -X'-Aa'-' + A,x''^''~...=0 

vom Grade v= j aufstellen, deren Wurzeln sämtlich ratio 
nale Funktionen einer ein/.igen unter ihnen sind, und welefaa 

so beschaffen ist, dass die Ädjungierung einer ihrer Wurzeln 
zu /'(^) = die f.Jruppe G auf F reduziert. 

§327. Lehre ata XL Ist /'eine ausgezeichnete Maximsl- 
uutergruppe von <J, so ist die Gruppe von h(x)'^0 eine tran- 
sitive, einfache Gruppe; und umgekehrt: ist /' keine nrnfsB- 
sendste ausgezeichnete Untergruppe von ö, dann ist die 
Gruppe von A(3:) = " KuSammengesetzt. 

Wir bezeichnen die Gruppe von 'Uj:) = " durch G': ihre Oi-dniuig 
ist !"=-}• Wir nehmen au, G' besitze eine ausgezeichnete Uuto- 
griappe V, deren Ordnung r' sein möge. Nach dem Lehrsätze IX) ist 
G' zu Cr »■'-stutig isomorph. Aus den auf S. 98 § 88 abgeleiteten 
Sützen folgt, dass diejenige Untergruppe J von G, welche der Gruppe f 
entspricht, eine ausgezeichnete Untergruppe von G sein und dass aie 
die Ordnung v'.t^ haben wird, ./ ist also wie F ausgezeichnete Untat- 
gruppe von G; die Ordnungen beider sind v'.r\ respektive *■'. Wir 
»eigen, dass F iu J enthalten ist. Dies folgt einfach aus der Bilüaug 
von G' (§ 226), der zufolge die Substitution 1 von G' allen den Substi- 
tutionen von G entspricht, welche die Reihe 11) unangetastet lasseii; 
r ia G entspricht also der einen Substitution 1 iu G'. Daher ist J 
umfassender als /'; denn es entspricht der Gruppe [" in G'. Ist alsu 
G' zusammengesetzt, so ist r nicht ausgezeichnete Maximaluntergrappe 
von G. 

In gleicher Weise wird durch Eigenschaften isomorpher Gruppen 
die Umkehrung des Satzes bewiesen. 

§ 328. Wir beachten weiter, dass mit jeder Reduktion der Gruppe 
eine Zertallung der Galois'scheii Resolventengleichung Hand in Hand 
geht (Lehrsatz TV), während eine Zerfallung der Gleichung /*(*)— 
nicht einzutreten braucht. 

Hiernach gelangen wir zn folgendem zusammen&ssenden Theorenu: 
Lehrsatz XTI. Ist die Gruppe einer Gleichung /'(a:)=0 
zusammengesetzt, und ist 
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<i, fV,, Wg, ... G„ 1 

in« zu G gehörige Keihe der ZtisammenaetzuDg, so As 
ler Gruppen C,, G.,, ... G,, 1 eine ausgezeichnete Mi 
intergruppe der vorhergehenden Gruppe der Reihe ii 
ferner die Ordnnngen der einzelnen Gruppen 

r, r, , rg, ... r,, 1, 
80 kann man das Problem der Auflösung von /'(:t)'=0 

gender Weise reduzieren: Man hat der Reihe nach 

Gleichung des Grades 


^„j,i. 

asinial- 

Bt; sind 

1 in fol- 

je eine 


i\i lösen, deren Koeffizienten in dem dnrch die Lösung der 
Torh ergehenden bestimmten Ratiunalitätsgebiete rational 
Bind. Diese Gleichungen sind irreduktibel, eijifach und bo 
beschaffen, das» alle Wurzeln einer jeden Gleichung durch 
eine beliebige Wurzel derselben rational darstellbar sind, 
Die Ordnungen der Gruppen dieser Gleichungen sind re- 
spektive r ,• f r,_i 

''] '■- *i ^r 

Hierbei wird die Galois'sche Eeaolventeugleicliung, welche 
uraprttnglich irreduktibel und vom Grade r war, der Reihe 


Paktoren zerlegt. Nach der letzten Operation ist also /■(.r)-=0 
Vollkommen gelöst. 

§ 289. Die Zusammensetzung der Gruppe G einer Gleichung 
f{x) = äussert sich , wie wir sehen , bei der Zerfällung der Galois'schen 
EtesolTentengleiqhung. Wir verweilen fiir einen Äugenblick bei der 
«rage, wann eine Zerfällung des vorgelegten Gleich ungspolynoms 
f(x) seibat eintritt? Es ist leicht ersichtlich, dass beim Übergange 
\on Gfl zu 604-1 in der Reihe der Zusammensetzung von G dann und 
Hur dann eine Zerlegung eintreten wird, wenn Ga+i nicht mehr alle 
die Elemente transitiv verbindet, welche durch G^ transitiv verbunden 
aind. § 79, S. 86 klärt uns über die hierbei eintretenden Verhältnisse 
anf: G^ ist imprimitiv in Hinsicht auf die transitiv verbundenen Ele- 
mente , welche bei Ga+i intransitiv auseinander treten. 

Gehen wir von (/ aus, so ist /'(-') = irreduktibel; so bleibe es 
beim Fortschreiten zu (r^, G^, ... G„ bis fUr (la^., Intranaitivität, also 
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nach § 79 für Ga Impriniitivität eintritt. Dann zerfällt f(x) in so 
viele Faktoren, als intransitive Systeme von Elementen hervorgerufen 
werden. Es treten (wieder nach § 79) in Ga+i gleichfalls alle 
Elemente auf. Wir ordnen jetzt die Substitutionen von Ga in eine 
Tabelle ein, wobei wir die Systeme der Intransitivität von 6ra-|.i berück- 
sichtigen. Es mögen fi solcher Systeme bestehen, so dass f{x) in 
f( Faktoren zerlegt wird. Dann schreiben wir in die erste Zeile der 
Tabelle alle und nur diejenigen Substitutionen von (x„, welche die 
Elemente des ersten Systems der Intransitivität nicht in Elemente 
anderer Systeme überführen. Die Substitutionen dieser Zeile bilden 
eine Gruppe, welche Cr «4.1 als Untergruppe enthält; ihre Ordnung ist 
demnach x.Va^i, Die zweite Zeile enthalte alle die Substitutionen 
von Ga? welche auf das erste das zweite System der Intransitivität fol- 
gen lassen; ihre Anzahl ist gleichfalls x.Va^i, Solcher Zeilen giebt 
es fi; in ihnen stehen alle Substitutionen von Ga] folglich ist 

1 r 
li'X.ra^i=-ra] ^= ? 

d.h. die Anzahl der Faktoren ft, in welche f(x) zerfällt, ist 

ein Teiler der Anzahl — ^ der Faktoren, in welche gleich- 

zeitig die Galois'sche fiesolventengleichung zerfällt. Das ent- 
sprechende geschieht offenbar bei jeder späteren Zerfällung. 

§ 230. Bisher haben wir der gegebenen Gleichung f(x)^0 alle 
Wurzeln einer anderen Gleichung (/(^)«=0 oder h(x)=^0 adjungiert, 
deren Wurzeln rationale Funktionen von x^^ x^y ... waren. 
Dies scheint eine starke Einschränkung zu sein. Wir wollen daher 
jetzt der Gleichung f(x)=^0 alle Wurzeln einer irreduktiblen Gleichung 

13) h{g)=^0 

adjungieren, von der wir nur wissen, dass sich ihre Koefficienten im 
Rationalitätsbereiche von f(x)^0 befinden. Wir nehmen an, dass 
durch die Adjungierung die Gruppe G der Gleichung /*(a;)«=0 reduziert, 
die Resolveutengleichung also in Faktoren zerlegt werde. Hieraus 
suchen wir über die Natur von 13) ins klare zu kommen. 

Dieselbe Gruppenreduktion, wie sie durch Adjungierung der Wur- 
zeln von 13) erreicht wird, können wir durch die Adjungierung einer 
rationalen Punktion ^1(^1;^, x^y ,,. Xn) der Wurzeln von f(x)^0 er- 
reichen. Denn reduziert sich G auf iZ, so braucht man nur ^ als 
zur Gattung von H gehörig anzunehmen. ^^ ist demnach nach der 
Lösung von 13) rational bekannt, so dass wir setzen können 
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Die Gleichung, welche ^li, liefert, ist Hoinit identisch mit derjenigen, 
weiche y, liefert. Hie sei 

14) /f«) = 0. - 

Alle Werte, welche ^^ im Ration alitäts her ei che annehmen kann, wer- 
den durch die Wurzeln von 14) geliefert; alle diese sind aber gleich- 
zeitig Werte von 'P,, d.h. sie werdeji nach der Löaiing von 13) be- 
kannt. Also sind die Werte von li-,, welche »la Wurzeln von 14) 
auftreten, siiuitlich der Gleichung f(x)-=0 ku adjungieren. H ist 
daher eine ansge/.eichnete Untergruppe von G. 

Iiehrsatz jliii. Die Einwirkung, welche die Ädjungierung 
aller Wursteln einer beliebigen Gleichung 13) auf die Reduk- 
tion der Gruppe G von f(x)^0 ausübt, kann durch diejenige 
aller Wurzeln einer Gleichung 14) ersetzt werden, welche 
durch rationale Funktionen a:,, x^^ ... a:, befriedigt wird. 

Wir befinden uns also, trotz unserer Loslösung von scheinbaren 
Beschränkungen, durchaus innerhalb der früher besprochenen Verhält- 
nisse, hei denen 7,ur Ädjungierung nur i-ationale Funktionen der Wur- 
zeln ziigelaasen wurden. 

§ "^31. Hiernacli lässt sich umgekehrt auch die Einwirkung be- 
stimmen, welche die Lösung von f(x)^0 auf k(z)^(} hat, falls durch 
die Lösung von h{:s) = eine Reduktion bei /'{a;) = eintritt. Durch 
die Lösung von f{x) — wird i;-, bekannt, damit auch 'J*",, und 14) 
ist gelost. Denn 14) ist so beschaffen, dass die Ädjungierung aller 
"Wurzeln dieselbe Gruppe H hervorruft, wie die Ädjungierung einer ein- 
zigen Wurzel il', zu /'(^) = 0, und folglich sind alle Wurzeln von (14) 
rational durch i/i, darstellbar. Dasselbe gilt, wenn man die yi(«i,^s •■-) 
als Wurzeln ansieht, so dass 'Fj, *Fj, ... zu derselben Gruppe der Ele- 
meute s gehören, und daas diese Gruppe der Ordnung v eine ana- 
gezeiehnete Untergruppe der Gruppe von it(2) ist. 

Lehrsatz XIV. Sind 

/■(:.) = o, Mg) = o 

zwei Gleichungen, deren Koefficienten demselben Rationa- 
litätsbereiche angehören und welche so beschaffen ainil, dass 
durch die Lösung der zweiten und die Ädjungierung aller 
ihrer Wurzeln /.ur ersteren die Gruppe von /'(a;) = auf eine 
in ihr enthaltene ausgezeichnete Untergruppe von v mal ge- 
ringerer Ordnung reduziert wird, so wird auch umgekehrt 
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durch diti Lösung der ersten die Gruppe der zweiten auf den 
v'*» Teil ihrer Substituiionen reduziert. Die Gruppe vol 
/■(a;) = 0, wie die von Jf£)-0, ist zusammengesetzt, und w igt 
ein Zahleut'aktor der Komposition. Diejenigen rationalen 
Funktionen einer der beiden Gleichungen, durch welche die 
Reduktion ihrer Gruppe in derselben Art bewirkt werden 
kann, wie durch die Lösung der anderen Gleichung, sind r«- 
tional durch die Wur/.eln derselben darstellbar. 

Es kanu, wie man sieht, die (iruppe von /'(.■(.)■='• auch durch 
die Auflösung einer Gleichung h{z)~0 reduziert werden, trotzdem die 
Wurzeln derselben keine rationale Funktionen von j:,, x^, ... x„ Bind; 
es musa eben nur rationale Funktionen von s^, s^^... Bm geben, welclie 
rationalen Funktionen von x^, j-^, ... x„ gleich sind. 

Aus dem vorigen Lehrsätze folgen unmittelbar die Corollare: 

Zusate I. Wenn die Gruppe G der Gleichung f{x)^0 ein- 
fach ist, kanu sie nur mit Hilfe von Gleichungen aufgelöat 
werden, bei denen die Ordnung der (iriippeu Vielfache der 
Ordnung von G sind. 

Denn da G auf 1 reduziert wird, so ist das v im Lehrsatz XIV) 
gleich der Ordnung von G zu setzen. 

ZiuatB n. Wenn die Gruppe G von /"(.r) =1") durch die Auf- 
lösung einer einfachen Gleichung A(s) = reduziert wird, 
dann sind 2,, 2g, ...Zm rationale Funktionen der Wurzeln vOn 

/■(»■) -0. 

Denn in diesem Falle ist v gleich der Ordnung der (iru]>|je vou 
/■(£) = 0; diese wird nach der Reduktion gleich 1, also ist 
yj", = K|2, + «)£; + -.. + «„.£,„ — «Jj (a:,, x.^,...x„) 
zu setzen; 'P] ist die Galois'sclie Keaolvente von h{£)=^0. 

§ 332. Ebensowenig wie durch die Adjungieruug der Wuweln 
einer neuen Gleichung ^(ä) = zu f(x)^Q eine Erweiterung gegen- 
über der Adjungieruug rationaler Funktionen der Gleicbungswun.eln 
seibat erzielt werden kann, ebensowenig findet dies statt, wenn die 
Wurzeln beider Gleichungen i>i einen und denselben ratiiinaleu AuB- 
di-uck eingehen. Wir werden beweisen: 

LBhTBBtB XV. Sind 

zwei irreduktible Gleichungen, deren Wurzeln durch ratio- 
nale Iteziebungen 
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q)(Xi,:t^,...x^; Zi,e^,...s,„)^0 
mit einander zusammenhängeii, so können alle diese aus 
einer einzigen von der Form 

ii'(a;„a;,,...a:„) = 2(^i,2s,---2n,) 
abgeleitet werden, in welcher die Wurzeln beider Gleichungen 
getrennt auftreten. 

Bezeichnen wir nämlich mit |, g die bezüglichen Galois'schen Re- 
soWentm ond mit j..^^^_^^ ^^jj_^ 

die irreduktiblen Resolventengteichung«n, welche zu /'(3:} = 0, h(z)^ 
gehören, so werden die Grade »-, j-* von F, K gleich den Ordnungen 
der Gruppen sein. 

Jetzt kann man a^j, a'^, ... x„ rational durch | und ^j, is^, ... 
rational duixih ^ ausdrücken und erhält dadurch 

<p{x„x,^...x„; Zi,Äi,...«„,) = *(|, e) = 0. 
Der Ausdruck kann mit Hilfe von F=0 und K^O so reduziert 
■werden, daas sein Grad in | höchstens gleich '■— 1, in i; höchstens 
gleich r'— l wird. Wir setzen dies als geschehen voraus. Dann haben 
die Gleichungen a>{6,S)-0, F(i}-0 

eine Wui-zet gemeinsam. Folglich kann, wenn man g zum Bationa- 
litätsbereiehe zieht, die Resolvente i*'(|) nicht mehr irreduktibel sein, 
weil sonst die irreduktible Gleichung r"'" Grades mit einer Gleichung, 
die höchstens bis zum r — l'^" Grade aufsteigt, eine Wurzel gemein- 
sam hätte; ausgenommen ist dabei der Fall, dass <&(|,g) identisch 
Null wird. 

Tritt dies nicht ein, so wird durch die Adjungierung aller Wur- 
zeln von h{0) = O oder durch die von g, die Resolvente von /'(3'") = 
zerlegt-, also befinden wir uns in der Lage der vorigen Paragraphen; 
durch Adjungierung einer Funktion x ^on x^, x^, ... x„ können wir die- 
selbe Reduktion erreichen und es wird 

Existieren mehrere derartige Beziehungen, so können alle aus derselben 
Gleichung abgeleitet werden. Diese läast sich leicht finden, wenn man 
eine Funktion ^ «o wählt, dass alle anderen unter der ihr angehören- 
den Gattung enthalten sind. 

Wenn dagegen a>(|, £) = identisch gleich Null ist, so folgt 
daraus, dass die Koefficienten des nach % geordneten Polynoms <&{|,£), 
d.h. P'unktionen von der Form Xi{0 Of^er 


A 


♦■itsJSi 
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siüd. Ebenso mUsseii dauli auch t'uuktiouen von rier Form V'i (&' 

*,(«„»„... «.)-0 
werden, wenn man <P (5, £} nach Potenzen von £ anordnet. 

Diese Gleicbaugen können in der That tp ^=0 machen; dadurch 
wird aber nur eine scheinbare, keine wirkliche Abhängigkeit der Wur- 
zehi von /'(y,') = 0, ir(j)=.0 konstituiert; Zs""*^ '"''■'' ^"'' f'i'uppe von 
A'(r) = 0, ^^(iri, ...) = zur Gruppe von /*(ic) = gehören. 


Fünfzehntes Kapitel. f^| 

Algebraisch auflösbare Oleichungeii. ~ 

$ •^S;t. Wir haben in § 228 folgendes Theorem aufgestellt: Wenn | 
die Gruppe G der Gleichung fX^) = folgende Reihe der Ziia: 
setaung liefert; 

l) G, G,, a„... Gr, 1 

und die Ordiuingen der einzelnen Gruppen bezüglich 

sind, ao kann mau die Auflösung von f{x) = durch diejenige einer 1 
Reihe von einfachen, irrednktiblen Gleichungen der Grade 


4 

T0 üTnpr ^ 


))ewirkeii, deren erste eine zur Gattung (r, gehörige Funktion liefertp 
während die Eoefücienten der Gattung G angehören, deren zweite eine 
zui' Gattung G^ gehörige Funktion liefert, während ihre EoefScieuten 
der Gattung Gj angehören u. s. w. Alle diese Gleichungen 

Zi=0, z. = o,... zv = 0, z„+,=0 
haben die Eigenschaft, dass die Wurzeln einer jeden durch eine be- 
liebige unter denselben rational dargestellt werden können, so dasB £e 
Ordnung ihrer Gruppe dem Grade derselben gleich, d. h. dass Sit 
Gruppe vom Typus ii (§ 122) wird. 

Wir wollen untersuchen, wann alle diese Gleichungen 
X'^0 binomische Gleichungen von der Primzahlordnungpji wer- 
den und also die Form 
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anneliinen, wobei H, in den zur Gattung G},^i gehörigeu Grössen ra- 
tional ist. Mit auderen Worten: wir wollen die notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen dafür aufsuchen, dass f{x) =0 
algebraisch lösbar ist. 

Notwendig ist es für die ErfiiHang der aufgestellten Forderungen, 

dass die Paktoren der ZusammeasetzunK —^ -■> -^) ■■■ aÄmtlich Priiu- 

''i 'V »■» 
zahlen p,, ji,,, jjj, ... seien; denn diese Quotienten geben die Qrade 
der Gleichungen j:, = 0, j:*""0, z^)""*^) -■■ *d- 

Hinreichend ist dies gleichfalls. Dies wurde bereits in §g 102 und 
103, Lehrsatz X) und XII) dargethan. Nicht etwa, dass jede zu 
Gj gehörige Funktion, in die jij'^ Potenz erhoben, eine zu Gj_i ge- 
hörige Funktion giebt, sondern es lüsat sich eine Funktion finden, 
für welche dies der Fall ist, sobald jene Bedingung erfallt ist. 

Wir haben daher den Satz: 

Lehrsatz I. Damit die algebraische Gleichung /'(■t) = 
durch Wurzelausziehungen auflösbar sei, iat es notwendig 
und hinreichend, dass die Faktoren der Zusammensetzung 
ihrer Grujjpe sämtlich Primzahlen sind. 

§ 234. Mit Hilfe von Lehrsatz XIII), § lOS können wir dem 
soeben erhaltenen Satz eine andere Ausdrucksform geben: 

Lehrsats H. Damit die algebraische Gleichung f(x) = 
durch W'urzelbeziehungen auflösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass man ihre Gruppe durch eine Reihe 
von Substitutionen 

1, (,, f.-,, tg, ...;,., ir + l 

herstellen könne, welche folgende beiden Eigenschaften be- 
sitzen: l)dieyubstitutiouen der Gruppe Gi=|l, /[,/;,, ...iji_i,^f 
sind untereinander biw auf Substitutionen der Giuppe Gji_i 
" 1 1, /[, (ä,.../j_i I vertausehhar; 2) die niedrigste Potenz von 
/;, welche in fh—i vorkommt, hat zum Exponenten eine Priiur' 
zahl (yergl. auch §8i'>, Lehrsatz XIX). 

§ 3S5. Ferner ermöglichen es die Untersuchungen von § 85, den 
ersten Lehrsatz in einer neuen, dritten Form auszusprechen. Wir: 
sahen niimlich dort: Stimmt die zu G gehörige Hauptreihe 

2) G, H,J,K,...l 

Dicht mit der Reihe d^ Zusammensetzung überein, so kann aus jener* 
ersteien 2) die letztere l) dui-ch Einsehiebung neuer Gruppen, z. 


4 
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zwischen H und J u. s. f. abgeleitet werden. Danu sind die Faktomi 
der Zusammensetzung, welche aum Übergange von H zu H', von ff 
zu fl", ... von /?<'■' zu J gehören, einander sämtlich gleicli. Bind 
demnach nicht alle zu 1) gehörigen Faktoren der Zusammen eetzung 
einander gleich, so hat (r eine Hauptreihe der Zusammensetzung 2). 
Wir sahen femer (§ 86 S. 96): stets wenn die zum Übergänge von S, 
H', H", ... zur jedesmalig folgenden Gruppe gehörigen Faktoren der 
Zusammensetzung Primzahlen sind (die einander nach dem soeben Be- 
sprochenen natürlich gleich werden), und nur, wenn dies der Fall ia^ 
sind die Substitutionen von H untereinander bis auf Snbatitntiosen 
von J vertauschbar. Daraus folgt: 

Lehrsatz EH. Damit die algebraische Gleichung /"(a:) — 
durch Wurzelausziehungen anflBsbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass ihre Hauptreihe der Zusammen- 
setzung 

2) G, If, J, K,...l 

folgende Eigenschaft besitze: die Substitutionen jeder Gruppe 
sind bis auf Substitutionen der nächs_tfolgendeo Gruppe mit 
einander vertauschhar. 

Die Substitutionen der letzten Gruppe der Hauptreihe, welche der 
Einheit vorhergeht, sind daher untereinander vertauachbar, 

§ 236. Bevor wir in der Theorie weiter gehen, wollen wir einige 
Anwendungen der bisher abgeleiteten Sätze geben: 

Lehrsatz IV. Ist eine Gruppe F einstufig isomorph es 
einer auflösbaren Gruppe G, so ist auch F eine auflösbare 
Gruppe. 

Nach S. 98 stimmen die Faktoren der Zusammensetzung von G 
mit denen von F überein. Daher folgt unser jetziges Theorem un- 
mittelbar aus dem ersten Lehrsatz. 

Lehrsatz V. Ist eine Gruppe /' mehrstufig isomorph m 
der auflösbaren Gruppe G; entspricht ferner der Substito- 
tion 1 von G die Untergruppe S von i'; ist endlich auch E 
eine auflösbare Gruppe, so wird I' gleichfalls auflösbar aein. 

Die Faktoren der Zusammensetzung von T bestehen nach 8. 98 
aus denen von G und denen von Z. Die Änwgndung von Lehrsatz 1] 
zeigt demnach die Richtigkeit unseres Theorems. 
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Iiehrsats VI. Ist eine Gruppe G auflösbar, so sind es auch 
alle ihre Untergruppen. 

Wir setzen wie gewohnlich 
wenden auf g^ die Substitutionen von G an, erhalten 1^, ^2? ••• Ir und 

Es ist charakteristisch für die Auflösbarkeit von G und dass man. mit 
Hilfe von Wurzelausziehungen ^r (5) in lineare Faktoren zerlegen kann. 
Ist nun H von der Ordnung r^ eine Untergruppe von G und liefert 
diese bei ihrer Anwendung auf 5i die Werte Jd S27 ••• Sr», so sind 
diese sämtlich unter S^, $29 ••• Sr enthalten; folglich ist 

Äa)=(g-gi)(g-y--(i-i-.) 

ein Teiler von g (|). Daher lässt sich auch h (5) mit Hilfe von Wurzel- 
aasziehungen in lineare Faktoren zerlegen, d. h. es ist H eine auflös- 
bare Gruppe. 

Man hätte den Beweis auch dadurch fähren können, dass man 
zeigt, alle Faktoren der Zusammensetzung von H kämen unter denen 
von G vor. 

LehrsatB VH. Ist die Ordnung einer Gruppe G die Potenz 
einer Primzahl p^ so ist die Gruppe eine auflösbare. 

Die Gruppe G ist von gleichem Typus mit einer Untergruppe 
derjenigen, welche denselben Grad n besitzt wie G und als Ordnung 
die höchste Potenz ^^, welche n\ teilt (vergl. §§ 49 und 39). Dass 
diese letztere aber auflösbar ist, folgt aus ihrer Bildung (§ 39), bei 
welcher sich herausstellt, dass alle ihre Faktoren der Zusammen- 
setzung gleich der Primzahl p werden. Nach dem vorigen Satze ist 
also auch G auflösbar. 

Lehrsatz vlii. Ist die Ordnung einer Gruppe G einer al- 
gebraischen Gleichung /*(^) = 

wobei 2)i,|?2,|)g, ... von einander verschiedene Primzahlen sind, 

und o ji ? s 

ist/ dann ist die Gleichung durch Wurzeln auflösbar.* 

Wir benutzen das Theorem von S. 132, § 121. Wir setzen r =j9i*. g, 
wo dann Pi>q wird, G enthält mindestens eine Untergruppe H der 


* L. Sylow: Math. Ann. V, S. 689. 


r 
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Ordnung j»i"; bezeichneD wir durch {xji, + 1) die Anzahl allm' iu 6 
enthaltenen Untergruppen der Ordnung p,", und durch JJ,"./ die Ord- 
nung der Maximahintergruppe von (?, welche mit // vertauschbar ist, 
so wird j-^^ii". !(xp, + 1). Da r = p^'•.q und q<Pi ist, so muss 
x = und r^p,". i gesetzt werden, d. h. G selbst iat mit H vertanseh- 
bar. Durch die Lösung einer Hilfsgleichung des Grades 17, deren 
Gruppe die Ordnung q besitzt, kommt man daher zu einer Funktion, 
welche der Gattung B angehört, und die Gruppe (i reduziert sich auf 
H (§ 226, Lehrsatz X). Die letztere Gruppe ist nach dem vorigen 
Lehrsatze lösbar. Wenn also die Hilfsgleichung lösbar ist, so ist es 
auch f(x) = selbst. 

Die Ordnung der Hilfsgleichung 1 = l'^^-Pi' -Pt ■-■ giebt zu den- 
selben Schlüssen Veranlassung, da dieselben Voraussetzungen gelten 
wie vorher. Ihre Auflösbarkeit folgt deswegen aus der einer neuen 
Hilfsgleichung mit einer Gruppe der Ordnung p/ . ji/ . . . u. b. w. 

§ 237. Wir kehren zu den allgemeinen Untersui^hungen von § 235 
zurück. 

Beim Übergange von G zu G^ zerfallt die Galois'sche Resolventeu- 

gleichung in = P\ Faktoren; beim Übergänge von Gj au Gj zer- 
fällt jeder dieser vorher ir red uk tibi en Faktoren in — =j)j neue Fak- 
toren u. s. w. ■ ' 

Da f(x) anfange irreduktibel , schliesslich aber in lineare Faktoren 
zerlegt ist, so wird nach § 229 ein oder mehrere Male eine ZerSllnng 
von f{x) oder von einem seiner bereits vorhandenen rational bekann- 
ten Faktoren zugleich mit der Zerfällung der Galois'schen Resoiventeu- 
gleichung oder deren bereite rational bekannten Faktoren eintreten. 
Die Anzahl der Faktoren bei der Zerfallung von f{x)^ welche natür- 
lich grösser als 1 wird, muss nach § 229 ein Teiler der Anzahl der 
Faktoren sein, welche bei der Zerfällung der Resolventengleidim^ 
auftreten. Diese letztere Anzahl ist bei auflösbaren Gleichungen stets 
eine Primzahl j)j, jig, p^, ...; also findet dasselbe bei f(x)-=0 statt. 
Das heisst: Alle Primfaktoren des Grades n der auflösbaren 
Gleichung f(x)=^0 sind Faktoren der Zusammensetzung der 
Gruppe G und zwar jeder mindestens so oft, als er in « als 
Faktor vorkommt* 

* Um einem nabeliegenden Irrtume vorzubeugen, sei erwähnt, dass, ireim 
beim Vordringen von G aus bis au Gi das Polynom f{x) in rationale Faktoren 
zerfällt, deren einei-/"j(3:) ist, dieser Faktor nicht zur Gruppe G'ji Kii gehören braucht 


FünfzelmieB Kapitel. Algebraisch auflösbare Gleichnngen. 279 

Wir wollen nun annehmen, dass n nicht die Potenz einer Prim- 
zahl sei, dass n also von einander verschiedene Primzahlen zu Fak- 
toren hat. Dann kommen auch unter den Faktoren der Zusammen- 
setzung der Reihe von G verschiedene Primzahlen vor^ und daher 
besitzt G nach § 85 Zusatz I) eine Hauptreihe. Diese sei 

2) G, H, eT, K,,..M, 1. 

In einer der zu G gehörigen Reihen der Zusammensetzung mögen zwi- 
schen H und J ]^och 

3) H', H", . . . fi(^) 

aufzunehmen sein. Da n mindestens zwei von einander verschiedene 
Primzahlen zu Faktoren hat, so muss f(x) mindestens zwei mal beim 
Übergange von einer Gruppe der Reihe der Zusammensetzung zur fol- 
genden in Faktoren zerfallen. Da die Anzahl der Faktoren mit dem 
Faktor der Zusammensetzung übereinstimmt, und da dieser bei den 
Zwischengruppen 3) sich nicht ändert, so können nicht beide Zer- 
föUungen innerhalb desselben Überganges von einem Gliede H der 
Hauptreihe zum nächstfolgenden Gliede J derselben eintreten. Be- 
sonders hervorzuheben ist, dass nicht alle Zerfällungen von f(x) inner- 
halb des Überganges von der letzten Gruppe M bis zu 1 , also inner- 
halb der auf M folgenden Gruppen der Reihe der Zusammensetzung 

M\ M", M'", . . . ilf(^-i>, 1 

stattfinden können. Mindestens eine der Zerfallungen muss sich früher 
vollzogen haben. Die erste derselben finde z. B. statt beim Übergänge 
von ff zu H'\ Dann folgt aus § 229, dass H' imprimitiv ist in den- 
jenigen Elementen, welche sie transitiv verbindet, und dass 77" diese 
transitiv verbundenen Elemente in einzelne Systeme der Intransitivität ' 
zerteilt hat und nur diejenigen weiterhin mit einander transitiv ver- 
binden kann, welche demselben System der Imprimitivität von ff an- 
gehören. Diese Intransitivität pflanzt sich dann auf alle späteren ent- 
haltenen Gruppen TT'", . . . 77(''> und ebenso auf das nächste Glied J 
der Hauptreihe fort, welches der Voraussetzung zufolge von 1 ver- 
schieden ist. 

J möge die Wurzeln in die intransitiven Systeme 


Er kann auch unter der zu Gl gehörigen Gattung stehen. Die Anzahl der Werte 
von f[{x) ist folglich nicht notwendig gleich — ; sie kann auch ein Vielfaches 

dieses Quotienten sein; und das Produkt /J («) . /J' («) • • • aller Werte von /J(a;) 
ist nicht notwendig gleich f{x)\ es kann auch eine Potenz dieses Polynoms sein. 
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zerlegeu; diese mögen so wenig inDfangreich als möglich gewählt sein. 
Dann wird jetzt der Ausdruck 

1 rational bekannter Faktor von fix) sein, welcher keine rational be- 
kannten Teiler mehr enthält. Da wegen der Eigenschaften der Grup- 
pen der Hauptreihe ,,_j ,,, , 

ist, so gehören alle Werte von ß{a:) zu derselben Gruppe J; sie sind 
also mit /;(j^} gleichzeitig bekannt. Ausser f{(x) kenneu , wir aotüi 

als Werte dieses Ausdrucks 

n'(x} = {x-^l) (x-x'^) ...(x-id'), 
tr ix) ^{x~ 4") (x - a^i') ...{x- .V/') , 


(^■>{x) = {x~xf^'){x^x<^>)...{x-:>f-r-)). 

Existierte ausser diesen noch ein neuer, so würde derselbe mit einem 
fY^ix) Wurzeln gemeinsam haben. Somit Hesse sich fl''''(x) und also 
noch f}.{^ in rationale Faktoren zerlegen, was den Annahmen wider- 
spricht. Folglich hat f\{x) auch nur m= t Werte und hängt somit 
Ton der Lösung einer Gleichung des Grades m ab. Ist diese Glei- 
chung »(""' Grades 

4) T » -(»-/!)(»-/!')... (i/-ß"")-o, 

80 entsteht f(x) durch Elimination von y aus 4) und aus 

5) /l(a;)^a;^-V',iy)fl?-^ + ?t's(!/)a:'-''-... = 0, 


wobei 


tf'iCi/) = ^1+3^3 + 3/3 + . .. + 4, 


ist, 80 dasB t/fj, ^2, ... rational durch 'f\ ausdrückbar sind. Da f{£) 
das Eliminationsresnltat von 4) und ö) ist, so wird nach % 322 dia 
Gruppe von fix) iraprimitiv sein. 

Das ganze Gewicht der durchgeführten Schlüsse beruht auf dem 
Umstände, dass J der Hauptreihe von G angehört, und dass also 
G~^JG^J ist. Nur daraus war der Schluss zu ziehen, daas alU 
im Rationalitätsgebiete von f{x) vorhandenen Werte von f{{_x) bekannt 
sind. Es wird sich dies besonders deutlich an einem sofort zu be- 
handelnden Beispiele herausstellen. 
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Lehrsatz IX. Ist der Grad n einer algebraischeii^ irreduk- 
tiblen, auflösbaren Gleichung durch zwei von einander ver- 
schiedene Primzahlen teilbar, so kann man n stets in zwei 
Faktoren n = /.m derart zerlegen, dass die gegebene Gleichung 
f(x)^0 in m neue zerfällt 

/l(a;) = 0, /l'(a;) = 0,.../i"'>(a:) = 0, 

welche sämtlich vom Grade i sind und deren Koefficienten 
aus den rational 'bekannten Grössen durch die Auflösung 
einer Gleichung des Grades m abgeleitet werden können.* 
Die Gruppe der Gleichung f(x)^0 ist imprimitiv. 

Wir wollen hiermit die Auflösung der allgemeinen Gleichung 
vierten Grades vergleichen, auf welche, da 4^2^ ist, die obigen 
Schlüsse nicht anwendbar sind. Es zeigt sich sofort, dass beide 
für die Zerlegimg des Polynoms in lineare Faktoren notwendigen Zer- 
fallungen erst innerhalb des Bereiches der letzten Gruppe der Haupt- 
reihe jyr, M\ Jtf'", ... 1 vorkommen. Die Reihe der Gleichung besteht 
aus den folgenden Gruppen: 

1) die symmetrische Gruppe; 

2) die alternierende Gruppe; 

3) [1 , (a^i x^) (x^x^) , (x^ x^) (^2 x^) , {x^ x^) (x^ x^)] ; 

4) [l,(x^x^)(x^x^)]] oder 4') [l,{^i^s)i^2^d]] 

oder 4")[1,(^i^4)(ä^2^3)]; 

5) die Gruppe 1. 

Die Hauptreihe wird aus den Gruppen 1), 2), 3), 5) gebildet. Der 
Übergang von 3) zu 4) und von 4) zu 5) liefert jedesmal den Prim- 
faktor 2. Die Gruppe 4) ist die erste intransitive. Bei ihr tritt ein 
Zerfallen von f(x) in zwei Faktoren (x—x^){x—x^) und (x—x^){x—x^ 
ein. Da aber 4) nicht zur Hauptreihe gehört, so sind nicht alle 
sechs Werte von (x--x^)(x — X2) bekannt; hätte man die Gruppe 4') 
gewählt, so wäre man auf (x — Xi)(x — x^) und (X'—X2)(x — x^ ge- 
kommen u. s. f. Das Produkt dieser sechs WeHe liefert die dritte 
Potenz von f{x)^{x — x^{x — x^{X'-x^{x — x^. Man kann also 
zwar f{cc) in ein Produkt aus zwei Faktoren zweiten Grades zerlegeu; 
aber die KoefQcienten eines jeden solchen Produktes sind nicht von 
einer Gleichung des Grades ^^=2^ sondern von einer solchen des 
Grades 6 abhängig. 

* Abel: Oeuvres compl^tes II, p. 191. 
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Betrachten wir lerner die irreduktiblen aiiflösbareu Uleichungen I 
sechsteu 'Gradee, so folgt, dass es für sie zwei verschiedene AttBltl 
gieht, jenachdem man y aus ^^^| 

oder aus ^1 


I 


^-A(»)»^+/,(»)i-/.W-o, !/'-vj+ 

eliminiert, so dass jede auflösbare, irreduktible Gleichung sechsten 
(jrades einer dieser beiden Arten angehört. 

jf 238. Wir können nach den Hesultateii unserer Untersuchungen 
die einschränkende Voraussetzung machen, dags der Grad der betrach- 
teten Gleichung /'(.[) — die Potenz einer Primzahl sei; deiin andern- 
faÜB können wir die Gleichung als Eliminationsresultat behandeln 
lind dadurch die Frage vereinfachen. Weiter können wir voi-aussetzen, 
dass eine derartige Zerlegung, wie sie im vorigen Lehrsatze angegeben 
war, bei unserer Gleichung des Grades j»* nicht vorkomme, da sonst 
eine gleiche Vereinfachung möglich vräre. Dies eiTeicheu wir durch 
die Annahme, dass die Gruppe der Gleichung primitiv sein soll. Dann 
sind beide Möglichkeiten abgestihiiitten. 

Unter solcher Annahme gehen wir zur Untersuchung der Gruppe 
über. 

Der Grad der Gleichung sei j/; die Hauptreihe der Zusammen- 
setzung ihrer Gruppe 
2) G, H, J, K,... 3/, 1. 

Geht man von y über i/, J, ... bis M, so kann bis dortbin 
noch keine Zerlegung des Polynoms f{x') stattgefunden haben; denn 
sonst könnten die Schlüsse des vorigen Paragraphen in Anwendung 
gebracht werden, und diese würden zeigen, dass G imprimitiv ist. Durch 
den Übergang von G bis zu M wird die Gleichung f{x) -= zur Auf- 
lösung „vorbereitet", aber f{x) wird noch nicht in Faktoren zerialli 
Die A Zerfällungen der Gleichung des Grades p'- treten demnach beim 
Übergang von der letzten Gruppe der Hauptreihe bis zur Einheit an^ 

d.h. bei ,, ,,, ,,,, ,,,,, ,„, ,, , 

M^ M\ M'\ M'", ... JVf "'-'>, 1; 

es muss demnach x>A sein. Die Anwendung von § 85 Zusatz fV) 
(S. 95) ergiebt, dass alle Substitutionen von M unter einander veriausch- 
bar sind. Die durch die Gattung M ehai-akteriaierte Gleichung ist so- 
nach eine Abel'sehe Gleichung des Grades y (§ 180). Nach den 
Schlüssen von § 85 gehört zu jedem llbergange innerhalb der letzten 
Heihe der Faktor p der Zusammensetzung, so dass die Ordnong TOa 
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üf gleich p^ zu setzen ist. Ferner kann M erhalten werden, wenn 
man eine Anzahl von x Gruppen mit einander vereinigt, welche nur 
die Einheit als gemeinsame Substitution besitzen, einander ahnlich 
sind und j> zur Ordnung haben. Es mögen dies sein: 

M'*-'\ i/tr'\ M'r'\ . . . M':zi\ 

Aus diesen Eigenschaften ist ersichtlich, dass jede dieser Gruppen aus 
den Potenzen einer Substitution der Ordnung p gebildet ist: 

Sj Sj, Sg, ••• Sy, — 1, 

und dass wegen der Vertauschtfarkeit der Gruppen (vergl. S. 96 oben) 

auch 

i>^aS^^s}sf^ (a,j8 = 0,l,...x— 1) 

j sein muss. Jede Substitution von M kann demnach durch 

^ _^ jit _»• t 

\ ausgedrückt werden. Wegen der Vertauschbarkeit der « unter ein- 

ATlnAI* IST 

Jede Substitution der Gruppe M ist von der Ordnung p. un- 
sere AbeFsche Gleichung gehört infolgedessen zur Kategorie derjeni- 
gen, welche in § 183 behandelt wurden. Ebenda (§ 184) sind auch ihre 
Substitutionen analytisch dargestellt worden. Es ergab sich folgende 
Form der Darstellung für dieselben 

f = j ;8rj , ^2, . . . ^x ^1 + «D ^2 + «2) • • • ^x + «x i (niod.2)). 

Schon das vollkommen gleichmässige Auftreten aller Indices x?,,...j^x 
zeigt, dass bei den Reduktionen von M bis zu 1 genau x Zerfällungen 
des Polynoms f(x) eintreten vverden, wie sich dies auch dann er- 
kennen lässt, wenn man etwa 

Jlf'^1^1,^27^87---^* ^15 ^2 + a2) ^3 + «8? •'• ^x + «x | (mod. p), 

-M"=^|^i,^2»^8v^x ^1» ^2j ^s + Äs? ••• ^x + Äxl (mod.ju), 

setzt Daher ist x = A. Man erhält demnach als erstes Resultat: 

LebrsatB X. Die letzte Gruppe der Hauptreihe einer pri- 
mitiven, auflösbaren Gleichung des Grades p"- besteht aus' 
den p^ arithmetischen Substitutionen 

^=j^j,^3,...^x ^x + ^t ^2 + ^27 ••' ^'« + "*l (niod.|?). 
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Die Wurzeln der üleichung werden dabei dargestellt durch 
^■.,. „,...., (2^ = 0, 1,2,.. .j>-l). 

Da G, die Gruppe der Gleichung mit M vertauschbar ist, &o folgt 
aus g 138, daas G ans der Kombination von arithmetischen und geo- 
metrischen Substitutionen besteben wird. Es folgt damit als weiteren 
Resultat: 

Lehrsatz XI. Die Gruppe 6 jeder auflösbaren, primitives 
Gleichung des Grades jr' besteht aus der Gruppe der aritli- 
metischeu Substitutionen des Grades p' kombiniert mit geo- 
metrischen Substitutionen desselben Grades 


.. ^x 


«1«, +t,2,+ 


(mod. p). 


:'., -I 


^ 239. Bevor wir in den allgemeineren Untersuchungen fortfahren, 
betrachten wir die Fälle x=l, 2, trotzdem der eratere bereits früher 
besprochen und erledigt ist. 

Wir betrachten zuerst die auflösbare», primitiven Gleichungen 
des Primzahlgrades p. Das Wort „primitiv"-können wir dabei aber 
unterdrücken, da die Imprimitivität eine Einteilung der Wuizeln 
Systeme von gleichvielen Elementen fordern würde, welche ja hi« 
unmöglich ist. 

Die Gruppe der allgemeinsten auflösbaren Gleichung muss mit 
G^\e b«+r| («=l,2,...j)- 1; « = n, 1,...j)— 1) (mod.|)) 
zusammenfallen oder in ihr enthalten sein. Wir beweisen das erstere 
dadurch, dass wir die Gruppe der Zusammensetzung von G aus bis Jtf 
konstruieren und zeigen, dass alle Faktoren der Zusammensetzung, 
welche dabei auftreten, Primzahlen sind. Wir zerlegen i>—\ in seine 
Primfaktoren p — 1 = 2, . 2g ■ - . und bilden die Untergi-uppe 
ff-l 


R-^\s o,2i-« + ßi! (»1=1,: 
ebenso die Untei^uppe 

J= I s a^q^q^ . Ä + «g I («3 = 1; 

und Jahren so fort. 
Denn es ist z. B. 

Setzt man nämlich 


2i 


= 0, 1, 


-1), 


— "; «a = 0, l,...jj-l). 
gehören H^J,... der Hauptreihe vun & an. ■ 
G-^JG = J. 


t^\z 


I folgt t--^=\e -(« — «), 
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z 


a 


{z-^a) 


^ Ö2?l32«^+«2 


z az + a 


z (hixq^'^ + 


«2 3l?2« — « + «2 


a 


so dass die Transformation einer Substitution aus J durch eine be- 
liebige Substitution aus G wiederum zu einer Substitution aus J 
fährt. Offenbar stimmt hier die Hauptreihe mit der Reihe der Zu- 
sammensetzung überein; alle Faktoren der Zusammensetzung ^1,^29 ••• 
sind Primzahlen. Damit ist der Nachweis vollendet. 

Lässt eine Substitution von G zwei Wurzeln rCy, x^ ungeändert, 
so lässt dieselbe alle Wurzeln ungeändert. Denn aus y = ay + a, 
^--aS + a folgt unzweideutig a--l, cc — und die Substitution wird 
zu der identischen '\^\z z\. 

Lässt eine Substitution von G eine Wurzel Xy ungeändert und 
führt sie ^y+i in x^ über, so geht jedes x^ in a;(j— y^«— y)^-^ über. 
Denn aus y^ay + a^ d — a(y+l) + a folgt unzweideutig a^* — y, 
a = y(y~d+l) und die betreffende Substitution erhält die Form 

Lässt eine Substitution von G keine Wurzel ungeändert und wan- 
delt sie Xy in xs um, so geht x^ in x^^^^y über. Denn nur dann 
kann für keinen Wert von y die Kongruenz y ay + a stattfinden, 
wenn a^ 1 ist. Soll dabei y-f-1 in d übergehen, so muss d^y + a 
sein; dies ergiebt cc-^d — y und für z die arithmetische .Substitution 
\js z + d — y\. 

Dies sind genau dieselben Resultate, welche uns früher die alge- 
braische Methode lieferte. 

Lehrsatz XII. Die allgemeinen auflösbaren Gleichungen 
vom Primzahlgrade p sind die Galois'schen Gleichungen. 
Ihre Gruppe hat die Ordnung p(jp— 1); sie wird aus den Sub- 
stitutionen der Form 

s~\z az + a\] (6r= 1, 2,...j9— 1; a«0, 1,...2)— 1) (mod.p) 

gebildet. Ihre Faktoren der Zusammensetzung sind alle 
Primzahlteiler von (jp— 1), jeder so oft genommen^ als er in 
(|)— -1) als Faktor eingeht, und ausserdem 2> selbst. 

§ 240. Wir gehen zu den allgemeinsten auflösbaren Gleichungen 
des Grades p^ mit primitiver Gruppe über. Zu Grunde liegen die 
arithmetischen Substitutionen 

t--z^^z^ ^1 + «!, ^2 + ««! (mod.i)), 
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welche die letzte Gruppe 3/ der llauptreihe bilden. Um weiter xa 
der vorhergehenden Gruppe L der Reibe zu gehen, mQsste mau eine 
Substitution von folgenden Eigenschaften bestimmen: ihre Form ist 

s= ^^^^^ ni^i+b^Zj, «ji, + fcjÄj| (mod.jf*); 
die niedrigste Potenz derselben, welche in M vorkommt und also die 
Form t besitzt, rauss eine Primzahl zum Exponenten haben. Da nun 
alle Potenzen von s wiederum dleseJbe Form besitzen, wie s selbst, so 
muas die Potenz gleich i^, i-f^ ^n^a ^^ werden, d. h. die Ordnung 
der Substitution K muss eine Primzahl werden. 

Durch diese uud ähnliche Prinzipien geliuigt man zu den nach- 
stehenden Resultaten,* auf deren Ableitung wir nicht naher eingehen: 

LebrsatE XIll. Von allgemeinen auflösbaren, primitiven 

Gleichungen des Grades j»^ giebt es drei verschiedene Typen, 

Der erste Typus ist durch eine Gruppe der Ordnung 

2.j)'(j)— l)^ charakterisiert, deren Substitutionen aus den fol- 
genden abgeleitet sind: 

[3,, Sa ^1 + «,, .ä-a + ßiil («.,"*■■ 0, 1.2,...^— 1), 
\Zi,B.^ OjSi, «sJ^ä i {^iT ^i" ^ T ^ ■, ^, ■ • ■ P ~- l)i 

Die zom zweiten Typus gehörigen Gruppen haben die 
Ordnung 2p*(p*— 1) und ihre Substitutionen entstehen aus 
der Kombination der folgenden: 

\^^,g^ ts^ + u,, Sj + ttal (a,,a,^0, l,2,...iJ-l), j 

|*t,jSa aei+bes^, hz^+ae^l («,6— 0,1,... ?)— 1; nur nicht n, fc — 0), 


(mod. p), 


e ist ein beliebiger quadratischer Rest mod.j). 

Der dritte Typus besitzt Gruppen von der Ordnung , 
24p*(p— 1), Die Form der konstituierenden Substitutionen j 
ist verschieden, jenachdem p^ 1 oder j) ^^ 3 (mod. 4) wird. 
Tritt das erstere ein, so kommen zu den beiden Substitu- 
tionen: 

l^i,Zi as„ fffäl (f(r-l,2,3,...p-l) 


noch folgende vier, bei de 
r*=— 1 (mod. 71) bedeutet: 


: Wurzel der Kongruenz 


* C. Jordan: Liouvüle, .Tounial de Matiii!m. (S) XIIJ, p. 111-135. 
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Ist 2)~3 (mod. 4), 80 kommen zu jenen beiden noch folgende 
vier, bei denen s, t die Kongruenz s* + ^^^ — 1 (mod.|)) be- 
friedigen: 

^n^2 ^2?— ^lO i^n^2 S^l + ^^2? ^^l—"5^2l? 

^17^2 5^i + (l+^>2) (^-"1)^1-5-2^2!. 

Für2>«3 sind der erste und der zweite Typus, für jr)*=5 
ist der zweite Typus nicht allgemein. Sie treten dabei als 
Spezialfälle des dritten auf, welcher stets allgemein ist. 

§ 241. Wir kehren zu allgemeineren Betrachtungen zurück. 

Genau wie im vorigen Paragraphen bei p% so können wir auch 
allgemein den Schluss auf diejenigen Substitutionen machen, welche 
der Gruppe L angehören, wo L die der Gruppe M in der Reihe der 
Zusammensetzung vorangehende Gruppe ist. L wird gebildet, wenn 
man zu den Substitutionen 

^^ I ^1? ^2) • • • ^y- h + «1? ^2 + «2? • •• ^>i + «^ I (mod.^) 
von Jtf noch eine Substitution 

^— !^n^2)— ai^i+^^2 + -- + ^i^>^) a^^i + b^0^+... + €2i3y^...\ (mod.jp) 

hinzunimmt, bei der eine Primzahlpotenz die erste ist, die in die 
Form t tritt. Da alle Potenzen von s dieselbe Form wie s haben, so 
muss jene Potenz, die auch als Substitution t erscheint, gleich der 
Einheit werden; also erhalten wir die Bedingung, es müsse s eine 
Primzahl als Ordnung besitzen. Ferner darf die Gruppe L==[t^s] nicht 
imprimitiv werden. 

§ 242. Aus der Form der für G überhaupt möglichen Substitu- 
tionen erkennt man: 

Lehrsatz XIV. Alle Substitutionen, mit Ausnahme der 
Einheit, welche der Gruppe 

angehören, setzen alle Wurzeln der Gleichung um. 

umkehren lässt sich dieser Satz, wie es bei x = l möglich war, im 
allgemeinen Falle nicht. Denn das Element ^«,,»a,-..«x ^^^^^^ ßlr 

5'==l^n^2j— ^x «1^1+61^1 + .. +Cii8fx+ai, flf2^i + 62^2 + --+Ci^x+a2> — ! 
nur ungeändert, falls die x Kongruenzen (mod.^). 
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S) 


ay.0^+ 6x ;8:2 + . . . + (Cx — 1 ) ^STx + «X ~ 


(mod. |)) 


befriedigt sind; sobald daher die Determinante 


D 


a. 


2> 


2 ■'•)••• ^ 


a 


Xf 


6x, 


Cx— 1 


(mod. p) 


ist, lassen sich «1,^2) •• <^x so wählen, dass das System S) fiir kein 
System ^^i, iz^^ ... ^x befriedigt wird. 

Wir betrachten jetzt alle Substitutionen unserer Gruppe 6r, welche 
ein Element ungeändert lassen. Da die Elemente sich nur durch ihre 
Benennung von einander unterscheiden, so können wir ^o,o,...o a-ls das 
feste Element ansehen. Dann sind die Substitutionen ^ welche dieses 
Element nicht umsetzen. 

Auf diese reduziert sich die Gruppe, falls man a?o,o,...o der Gleichung 
adjungiert. Da alle Substitutionen von G erhalten werden, wenn man 
zu denen von F die konstanten Grössen von «j, «g, ...hinzufügt, und 
da die Wahl der cc auf p*'- Arten möglich ist, so erkennt man, dass 
durch Adjungierung einer einzigen Wurzel G auf den p^^^en »p^jj seiner 
Substitutionen reduziert wird. 

§ 243, Wir wollen ferner annehmen, dass eine Substitution der 
Gruppe (x+1) Elemente ^,,, «,,... «^ ungeändert lasse. Dann ist das 
System S) des vorigen Paragraphen für (pc+1) Wertsystem von jsTi, 


13, 


2» 


13: 


X 




Z^--t^\...Zr.^tx^ (A«0, l,2,...x) 


erfüllt. Wir wollen jetzt aber nicht die Koefßcienten a, 6, . . . c; « der 
Substitution, sondern die Werte g['^\ g(^\ ... J<^' als gegeben ansehen 
und die Substitution zu bestimmen suchen. Ist dann die Lösungs- 
determinante 

&17 S2> ••• fex? ^ 
Sil ^2, ••. Sx) 1 


E 


Wx) Hx) Hx) 1 

»1 ) »2 5 • • • »X ? 

nicht kongruent (mod. jp), so giebt es für die x Systeme T^), T,), 
... T^) von je (x+1) Kongruenzen mit den Unbekannten a, 6, ...•, a 
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■XX) 


a) 






nur je eine Lösung, nänriich entsprechend 
Li) % = 1 , fej == 0, . . . Ci = 0; «1 


-0, 
-0, 

= 


(A-0,l,2,...x) 


Ls) 


as, = 0, ftg= 1, ... <^ = 0; «2 = 


0, 
0, 


L;,) ax = 0, 6x==0, ... c,,= l; a;. = 0, 

und diese Lösungen liefern vereint die identische Substitution 1. 

Wir nennen nun ein System von (;c+l) Wurzeln unserer 
Gleichung, für welche £ =0 (mod.j?) ist, ein System konju- 
gierter Wurzeln. 

Dann folgt der Satz: 

Lehrsatz XV. Wenn eine Substitution einer primitiven 
auflösbaren Gruppe vom Grade p'^ so beschaffen ist, dass sie 
(x4"l) Wurzeln ungeändert lässt, welche kein konjugiertes 
System bilden, so reduziert sie sich auf die identische Sub- 
stitution 1. 

Adjungiert man daher der Gleichung (x+1) solcher Wurzeln, so 
reduziert sich die Gruppe G der Gleichung auf diejenigen Substitu- 
tionen, welche die (x-f 1) Wurzeln ungeändert lassen, d. h. auf die Sub- 
stitution 1. Dadurch ist die Gleichung gelöst. 

Lehrsatz XVI. Alle Wurzeln einer auflösbaren primitiven 
Gleichung des Grades j?** sind durch (x-f 1) unter ihnen ra- 
tional darstellbar, falls dieselben kein konjugiertes System 
bilden. 

Setzen wir, was erlaubt ist, da es durch Änderung der Indices- 
bezeichnung erlangt werden kann, die eine der Wurzeln gleich a^o, o,...oj 
so wird die Determinante 

ii} &) •.. 5x 


±E^ 


»1 ; «2 5 • • • ^x 

Sollen die Wurzeln kein konjugiertes System bilden, so darf E nicht 
^^0 (mod.p) sein. Die Anzahl r der Wurzelsysteme, welche dieser Be- 
dingung genügt, ist in den §§ 140-142 (S. 154, 155) bestimmt. Wir 
fanden ^^ _ ^^, __ ^^ ^^, _ ^^ ^^, _ ^,^ ^ ^^, __ ^, _ ,^^ 

Netto, Substitutionentheoriti. l«' 
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LehrsatB XVII. Zu jeder Wurzel a:^,,,,,...^^ lassen sich 

Systeme von tc Wurzeln derart bestimmen, dass die (x + 1) 
Wurzeln kein konjugiertes System bilden und also im stände 
sind, jede andere Wurzel rational darzustellen. Das System 
der (x+1) Wurzeln 

^0,0,0,.. .05 ^l,0,0,...0} ''^i), 1,0,... Ol ••• ^o,o,o,...i 

ist zur rationalen Darstellung aller Wurzeln geeignet. 

Diese Resultate werfen ein neues Licht auf unsere froheren Unter- 
suchungen über Tripelgleichungen, speziell auf die Lösung der Hesse'- 
schen Gleichung neunten Grades (vergl. §§ 198, 199). Man erkennt, 
dass wir in gleicher Weise auflösbare Quadrupel gleichungen vom 
Grade p^ konstruieren könnten u. s. f. 
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